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Resumen

Este trabajo se centra en el estudio del concepto
de independencia para medidas de posibilidad. Se
constderan diferentes alternativas, y se analizan sus
propiedades. Ademds se realiza un estudio formal
de las condiciones que, de verificarse, conducirian a
d;ﬁ;iriones apropiadas de independencia para posibil-
idades.

Palabras clave: independencia condicional, medi-
das de posibilidad, condicionamiento.

1 Introducciéon

El concepto de irrelevancia o independencia entre
sucesos o variables se ha identificado como uno de los
mas importantes a tener en cuenta para realizar tareas
de razonamiento en dominios de conocimiento amplios
y/o complejos de una forma eficiente. La dependen-
cia es una rclacién que establece un cambio poten-
cial en nuestra creencia actual sobre un suceso o una
variable de un dominio de conocimiento, como con-
secuencia de un cambio especifico de nuestro estado
de conocimiento sobre otro suceso o variable de dicho
dominio. Por tanto, si una variable X es consider-
ada como independiente de otra variable Y, dado un
estado de conocimiento Z, entonces nuestra creencia
sobre X no variara como consecuencia de adquirir in-
formacién adicional sobre Y. En otras palabras, la in-
dependencia permite modularizar el conocimiento de
forma que solo es nccesario consultar la informacién
relevante para la cuestién particular en la que este-
mos interesados, en lugar de tener que examinar una
base de conocimiento completa. De este modo, los
sistemas de razonamicnto que tienen en cuenta con-
sideraciones sobre la independencia pueden ganar en
eficiencia. Este es el caso de las redes causales o redes
de creencia ([10, 11, 17]), que codifican las relaciones
de independencia mediante grafos.
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En el contexto de sistemas que manejan conoci-
miento con incertidumbre, el concepto de independen-
cia e independencia condicional solo ha sido estudiado
profundamente para medidas de probabilidad (ver,
por ejemplo, [3, 9, 15]), aunque ya existen algunas
aportaciones para otros formalismos de tratamiento
de la informacién con incertidumbre ([1, 2, 14]), asi
como trabajos que consideran la independencia desde
un punto de vista abstracto ([11, 12, 16]).

El objetivo de este trabajo es investigar diversas
formas de definir relaciones de independencia en el
contexto de la teoria de la posibilidad [18, 6].

El trabajo se estructura en 7 secciones: en la seccién
9 se introducen las propiedades que habitualmente
se considera que una relacién de independencia de-
beria verificar, y que conducen a un esquema de repre-
sentacién mediante grafos. Los conceptos de marginal-
izacién y condicionamiento para medidas de posibil-
idad que se emplean en el trabajo se describen en
la seccién 3. La seccién 4 estudia diferentes defini-
ciones alternativas de independencia para posibili-
dades, basadas en un concepto de condicionamiento
propio de la teoria de Dempster-Shafer. Manteniendo
todavia el mismo concepto de condicionamiento, en la
seccién 5 se hace un breve estudio de las propiedades
que una relacién de similaridad entre posibilidades de-
beria verificar para que su empleo en la definicion de
independencia resultase adecuado. En la seccidn 6 se
consideran otras definiciones de independencia, pero
ahora tomando como base otro concepto de condi-
cionamiento, mas usual en un contexto posibilistico.
Finalmente, la seccién 7 contiene algunas conclusioncs.

2 Axiomditica para las relacio-

nes de independencia

El estudio en profundidad de la idea de indepen-
dencia condicional en la teoria de la probabilidad
(también en teoria de bases de datos o en teoria de
grafos) ha conducido a la identificaciéon de una se-
riec de propiedades que parcce razonable exigir a toda
relacion que intente capturar la nocion intuitiva de in-
dependencia, v que por tanto se han postulado como
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una axiomatica para las relaciones de independencia
[L1]. Si denotamos por I(X,Y|Z) la asercién ‘X es
independiente de Y dado Z’) donde XY y Z repre-
sentan conjuntos (disjuntos) de variables de un deter-
minado dominio de conocimiento, tales propiedades
son las siguientes:

e Al Independencia trivial:
I(X,017)

e A2 Simetria.
I(X,Y|Z) = (Y, X|2)

e A3 Descomposicidn:

I(X,Y UW|Z) = I(X,Y]|2)

o A4 Unién débil.
[(X,YUW|Z)= I(X,W|ZUY)

e A5 Contraccidn:
(X, Y|Z)y I(X,W

ZUY)= I(X,Y UW|Z)

e A6 Interseccion.
I(X,)YIZUuW)y (X, W[ZUuY) = (X, YU
W|z)

donde X,Y,Z, W son conjuntos disjuntos arbitrarios
de variables.

De todas estas propiedades, tal vez la menos uni-
versal es la de Interseccidn (por ejemplo, solo las dis-
tribuciones de probabilidad estrictamente positivas la
verifican, mientras que cualquier distribucién de prob-
abilidad verifica las restantes propiedades).

Dependiendo de qué propiedades se verifiquen en
una situacién concreta, para un modelo de indepen-
dencia concreto, es posible construir diferentes tipos
de grafos, por diferentes medios, que exhiban (a través
de los criterios de separacion o d-separacién en grafos)
todas o algunas de las independencias representadas
en el modelo de partida ([11, 17]).

3 Medidas de posibilidad. Mar-
ginalizacién y condicionami-

ento

Si consideramos como referencial un conjunto finito
X = {z1,z3, -.,2,} (o bien una variable X cuyos
valores posibles son {z,,x2,...,2,}), una medida de
posibilidad definida sobre X es una funcién de con-
Junto

T P(x)--10,1],

tal que

VoY) L

2 (AU B) = max(11(A), [I(B)), VA,BC X

Asociada con la medida de posibilidad I, se define la
distribucién de posibilidad

m:X —0,1]

mediante

m(z) = N({z}), Yz € X.

La informacién contenida en la distribucién de posibil-
idad es suficiente para reconstruir la medida de posi-
bilidad, puesto que

VAC X, II(A) = meanw(x)

Dada una distribucidon de posibilidad bidimensional
7 definida sobre el producto cartesiano XxY, la dis-
tribucién de posibilidad marginal sobre X, wx (por
siinplicidad, y siempre que no de lugar a confusién,
eliminaremos el subindice), se define siempre mediante

mx(z) = maxn(z,y), Vz € X.
yey

En cambio, el concepto de distribucién de posibili-
dad condicional no es tan universal, existen diferentes
alternativas para su definicion. Nosotros consider-
aremos principalmente las sigulentes:

1.- La distribucién de posibilidad sobre X condi-
clonada al suceso [Y = y|, wq4(.|y), se define mediante

ra(zly) = "W - T

m(y) maxgrex m(z’,y)

que no es mas que una de las definiciones habituales
de condicionamiento para medidas de plausibilidad de
Dempster-Shafer [4, 13], concretamente la regla de
Dempster de condicionamiento, para el caso partic-
ular de medidas de posibilidad.

2.- La distribucién de posibilidad sobre X condi-
cionada al suceso [Y = y|, ma(.]y), se define mediante

aly) = { 7Y

Una versién ligeramente diferente de esta definicién
fue propuesta en [8], como la solucién de la ecuacidn

st m(z,y) < 7(y)
si w(z,y) = 7(y)

m(z,y) = w(zly) Am(y), Yz € X.

np resulta ser la solucidén menos especifica de esta
ecuacion [7].

Obviamente estas definiciones de distribuciones de
posibilidad marginales y condicionales pueden gener-
alizarse de forma inmediata al caso n-dimensional.

4 Definiciones de independen-

cla posibilistica
Consideremos un conjunto finito de variables i, so-
bre el que disponemos de una distribucién de posibil-
idad n-dimensional 7. Dados tres subconjuntos (dis-
juntos) de variables de ¢, X, Y y Z, represcntare-
mos mediante [(X,Y|Z) la sentencia X es condicional-
mente independiente de Y dado 7, para el modelo de



independencia asociado a la distribucion m. Denotare-
mos por z,y, z los valores genéricos que las variables
respectivas pueden tomar. Los valores de, por ejemplo
Y U Z, se denotaran simplemente mediante yz

La forma mas obvia de definir la independencia
condicional es proceder de forma similar al caso prob-
abilista, es decir, mediante la factorizacién de la dis-
tribucidén conjunta de X,Y,Z. Esta idea es la consid-
erada en [14], en el contexto mas general de los sis-
temas basados en valuaciones. En nuestro caso, esta
idea, empleando el condicionamiento de Dempster, da
lugar a:

[(X,Y|2) & m4(z|yz) = ma(x|2),

es decir, el conocimiento sobre el valor de la vari-
able Y no modifica nuestra informacién sobre los val-
ores de X, una vez que se conoce el valor de la vari-
able Z; z,y, z son valores arbitrarios de las variables
X,Y,Z, con la tnica restriccion de que las medidas
condicionales implicadas estén definidas, es decir, que
m(yz) # 0.

Esta definicién cumple las propiedades A1-Ab, y si
la distribucién de posibilidad 7 es estrictamente posi-
tiva, también cumple A6.

El problema con esta definicidn es, en nuestra
opinién, que es excesivamente estricta, habida cuenta
que sc exige la igualdad de las distribuciones, y que
éstas representan un conocimiento impreciso. El prob-
lemase agravaen el caso (habitual) de que las distribu-
ciones tengan que scr estimadas, a partir de datos o
de juicios humanos.

La definicién anterior supone que nuestra infor-
macién sobre X permanece inalterada al condicionar
a Y Una idea alternativa podria ser considerar que
se da la independencia cuando al condicionar a Y no
se gana informacién adicional sobre los valores de X
(pero se podria llegar a perder). El concepto de que
una distribucién de posibilidad sea mas o menos in-
formativa que otra es capturado adecuadamente por
la siguiente definicién de inclusion [5]: Dadas dos dis-
tribuciones de posibilidad = y ', se dice que 7’ esta
incluida en (proporciona menos informacion que) = si
y solo si w(z) < n'(z) Vz.

Empleando la relacién de inclusion entre posibili-
dades, la idea anterior se puede expresar mediante

(XY

Desgraciadamente esta definicién no cumple la pro-
ptedad A4 ﬂunién débil), aunque si cumple Al- A3 y
A5. El problema creemos que se encuentra en el hecho
de que no se ha llevado hasta sus tltimas consecuen-
cias la idea de independencia como no ganancia de
informacién: si al condicionar se pierde informacion,
parecc mas convenicnte ‘quedarnos como estabamos’.
Esto puede ser debatible, pero represcnta una especie
de regla por defecto: si para un contexto muy cs-
pecifico se carece de informacién, emplear la infor-
macion disponible en un contexto menos especifico.
En términos practicos, esta idea implica un cambio en
la definicién de condicionamiento:

ra(2ly) = { a(x) st wg(zly) > w(x) Vo

Z) & ma(z|yz) > ma(z|2)

ma(xly) si Fo’ tal que mg(2’|y) < 7(2")
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Empleando este condicionamiento, la nueva definicién
de independencia es

1(X,Y|2) & nq,(x|yz) = ma.(z|2).

Esta definicién satisface las propiedades Al y A3-A6
(incluso para distribuciones no estrictamente positi-
vas se cumple la propiedad de interseccién). No ver-
ifica la simetria (pero ésta es una propiedad facil de
recuperar: basta definir una nueva relacién I'(., )
mediante I'(X,Y|Z) & I(X,Y|Z)y I(Y,X|Z), para
obtener la simetria).

Otro enfoque muy diferente para definir el concepto
de independencia consiste en considerar que las dis-
tribuciones m4(z|yz) y m4(x|z) sean similares en algiin
sentido. Asi pues, si ~ es una relacién en el conjunto
de las distribuciones de posibilidad, se definiria la in-
dependencia mediante

I(X,Y|2) & ma(x|yz) ~ ma(z|2).

Existen diversas alternativas para definir la relacién
~: veamos algunas de ellas:

Si pensamos que una distribucién de posibilidad es-
encialmente establece una ordenacidn entre los valores
que la variable sobre la que la distribucién proporciona
informacién puede tomar, considerando que la cuan-
tificacién de los grados de posibilidad es secundaria,
entonces podriamos decir que dos distribuciones de
posibilidad son similares si establecen la misma orde-
nacion. Mas formalmente, podemos definir la relacién
~ mediante

e~ 7 oV, [r(z) < w(z') & 7'(z) < 7'(z)]

La independencia definida mediante esta relacion
(que podriamos llamar de ‘isoordenacién’) verifica las
propiedades Al y A3-A5, y también A6 para distribu-
ciones estrictamente positivas; sin embargo no verifica
la simetria.

Otra alternativa es hablar de similaridad entre dis-
tribuciones cuando los grados de posibilidad de las
distribuciones para cada valor sean parecidos. Mas
concretamente, sea m un entero positivo cualquiera,

v sean {ak}r=o..m tales que ag < o < ... <
Qm_1 < Qm, con ag = 0y am = L Si denotamos
[k:[a'k-l,ﬂ!k.),k:l,.--,m—l)y[ :[Qm_l,am],

entonces definimos la relacién ~ mediante
r~7 o VzIke(l, .., m}tal que n(z), 7'(z) € Ik

Esta definicidn es equivalente a la siguiente, estable-
cida en términos de los a-cortes de la distribucién

re~w e Ol o) =C(n' o) VeE=1,...,m- 1

donde C(m, a) = {z|7(z) > a}. La idea es también
equivalente a discretizar el intervalo [0,1] (el rango
de variacion de las distribuciones), y decir que dos
distribuciones son similares si sus respectivas dis-
cretizaciones coinciden. La relacion de independencia
definida en estos términos verifica las propicdades Al
v A3-A6 (aunque A6 solo para distribuciones estric-
tamente positivas), y de nucvo falla la simetria.
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Por dltimo, una tercera alternativa para definir ~
esta basada en la siguiente idea: considerar un um-
bral ag, a partir del cual se considera interesante dis-
criminar entre los grados de posibilidad de dos dis-
tribuciones, de forma que los valores cuyos grados de
posibilidad sean inferiores al umbral no se consideran
relevantes. En términos de los a-cortes de las distribu-
ciones, esta relacion ~ se expresaria de la siguiente
forma:

r~n & C(rma)=C(r, a) Va > aq,
que resulta equivalente a

T~n e C(m, ) = C(n', ap)
y w(z) =7'(z)Vz € C(rm, )

De nuevo, la independencia definida en términos de
esta relacion ~ verifica las propiedades Al, A3- A5 (y
A6 para distribuciones estrictamente positivas), y no
cumple A2.

5 Condiciones suficientes para

los axiomas de independencia

En esta seccién continuamos con la idea de definir la
independencia I(X,Y]|Z) en términos de una relacién
de similaridad = entre las distribuciones de posibilidad
condicionadas mg{z|yz) y m+(z|z), pero pretendemos
estudiar qué tipo de propiedades de ~ son suficientes
para garantizar que la relacion de independencia asi
definida cumpla algunas de las propiedades o axiomas
considerados anteriormente.

En primer lugar, es obvio que la Independencia
trivial (A1) se cumplird si ~ es una relacién reflex-
iva. También es evidente que la transitividad de ~
garantiza la propiedad A5 (Contraccién). Si ademas,
~ es simétrica, entonces puede deducirse que se ver-
ifica A3 (Descomposicién) si y solo si se verifica A4
(Unién débil). Por tanto, parece que las relaciones de
equivalencia ~ son buenas candidatas para definir la
independencia.

Una condicién suficiente para que se verifique A3
es que 2= cumpla la siguiente propiedad:

Sea {m,} una familia de distribuciones de posibili-
dad, y {A;} una familia de nimeros reales positivos.
Entonces

s nmax, 7
TN =S (1)
As max, A,

Ademas, en caso de que las distribuciones sean estric-

tamente positivas, el cumplimiento de la propiedad

anterior tambifn garantiza que se verifica A6.

Por tanto, toda relacién de independencia posi-
bilistica definida en términos de una relacién ~ que sea
de equivalencia y verifique (1) cumple las propiedades
de Independencia trivial, Descomposicién, Unidn dé-
bil. Contraccidn e Interseccion (aunque esta ultima
solo para distribuciones estrictamente positivas). La
iinica propiedad que queda fuera de este contexto es
la Stmetria. lo cual resulla curioso, puesto que es una

de las propiedades de la independencia aparentemente
mas intuitiva. Evidentemente, las tres relaciones ~
definidas en la seccion anterior son de equivalencia y
cumplen (1)

6 Cambiando el operador de

condicionamiento
En esta seccidon emplearemos 7, como operador de
condicionamiento en lugar de 74, que ha sido el uti-
lizado en las dos secciones anteriores. Continuando
con la 1dea de independencia como no ganancia de 1n-
formacién tras condicionar, podemos entonces definir

I(X,Y|2) & mp(z|yz) > mr(z|z).

En este caso, a diferencia de lo que ocurria con 7y,
la definicién anterior verifica las propiedades Al A5,
pero en general no verifica A6 (Interseccion). Ademas,
esta definicidn resulta ser equivalente a la siguiente:

I(X,Y|2) & n(zyz) = n(zz) A n(yz).

Si consideramos el caso particular de independencia
marginal (es decir, cuando Z = @), entonces obtcn
emos:

(X, Y|0) & w(zy) = m(z) A n(y),

es decir, el conocido concepto de no interactividad
para medidas de posibilidad o conjuntos difusos. Por
tanto, nuestro concepto de independencia es lo que
podriamos llamar ‘no interactividad condicional’.
Obsérvese que para este tipo de condicionamiento
la iinica operacidn necesaria es la de comparacién. Por
tanto podriamos facilmente considerar distribuciones
de posibilidad valuadas en conjuntos diferentes del in-
tervalo [0, 1]: bastaria usar un conjunto (£, <), donde

ﬂZ{Lo,Ll,..‘,Ln}

LoxLy=%...2Ln

es decir, un conjunto totalmente ordenado (por ejem-
plo, etiquetas linglisticas), y definir medidas de posi-
bilidad mediante

Mm:P(X)— L
verificando:
1 T(X) = Ly,
2. (AU B) = V<(TI(A),[I(B)), VA,BC X,

donde V< es el operador maximo (supremo) asociado
al orden <.

En esas condiciones podemos definir el condicio-
namiento y la independencia de exactamente la misma
forma que antes, obteniendo las mismas propiedades.

Otra via diferente de extension (aniloga a la que
hemos considerado en la seccidn 5 para el otro condi-
cionamientn} consistiria en considerar una relacion ~



sobre el conjunto de las medidas de posibilidad, y
definir la independencia mediante

[(X,Y|Z) & m(zyz) =~ w(x2) A m(yz).

En este caso se puede probar que para que esta
definicién de independencia cumpla Jos axiomas Al-
A5, es condicién suficiente que & sea una relacién de
equivalencia compatible con la marginalizacién y la
combinacién de distribuciones de posibilidad (emple-
ando el operador minimo como operador de combi-
nacion).

Por otra parte st, continuando el paralelismo con la
seccién 4, definimos mp,, mediante

o (zly) = m(z) sl wp(zly) > 7(x) Ve
he(zly) = { mn(z|y) si 3:’::’ tal que mp(2'|y) < w(z)

y la relacion de independencia
I(X,Y|2) & mh(zlyz) = m(z]2),

entonces se cumplen todas las propiedades A1-A6 ex-
cepto la Simetria. Esta relacion resulta ser mas restric-
tiva que la no interactividad condicional, pues si se
verifica la independencia con esta definicién, también
se verifica la no interactividad condicional, pero el
reciproco no es cierto.

7 Conclusiones

El concepto de independencia, al igual que para
otros formalismos de tratamiento de informacién con
incertidumbre, es también impo:ante para la teoria
de la posibilidad. Sin embargo, y salvo contadas ex-
cepeiones, creemos que ha sido un tema no muy es-
tudiado hasta la fecha. En este trabajo hemos prop-
uesto diversas alternativas para la definicién de in-
dependencia posibilistica, basadas casi todas ellas en
Ja idea de condicionamiento, aunque empleando difer-
entes formulaciones. Ademas hemos estudiado sus car-
acteristicas, contrastandolas con un conjunto de ax-
iomas bien conocidos, que tratan de capturar la idea
intuitiva de independencia condicional. Es evidente
que queda mucho por hacer en este tema, desde pro-
fundizar mucho mas en las cuestiones aqui estudiadas
(como por ejemplo, las consecuencias de una definicién
no simétrica de independencia), hasta considerar otros
puntos de vista, no necesariamente basados en la idea
de condicionamiento. También es importante abor-
dar el problema de la construccién de grafos de in-
dependencias para posibilidades, y los mecanismos de
propagacién en tales estructuras.
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