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La investigacion matemdtica de la logica ha sido tradicionalmente
considerada como una disciplina muy restringida, con aplicaciones
reservadas a la fundamentacién de las matemdticas y del razonamiento légico
en si mismo. A tal fin, se han construido numerosos modelos matematicos de
la légica para, aplicando las matematicas, estudiar propiedades que
pudiesen resultar interesantes, especialmente desde el punto de vista de la

formalizacion de tales ciencias.

El origen de esta disciplina se remonta al afio 1847 en que G. Boole
publicara su trabajo "The Mathematical Analisis of Logic". Podemos
clasificar en tres grupos los métodos que desde entonces se han utilizado

[59,60,72] :

a) El método, introducido por Lindenbaum y Tarski, de tratar las
proposiciones, o clases de equivalencia de proposiciones, como un algebra
abstracta. Los conjuntos base de las dlgebras obtenidas por estos métodos
son el cociente de las proposiciones a considerar por la relacién de
equivalencia logica (la igualdad se interpreta por tanto como equivalencia
l6gica). Como operaciones se consideran algunas, si no todas, de las
conectivas: la conjuncién A: LxL ———— L, la disjunciéon v: LxL —— L, la
implicaciéon =: IxLL ———— L y la negaciéon n: L ———— L, y como constantes
los valores de verdad (generalmente, la verdad 1 y la falsedad 0). Cada ley
légica que se admita se interpretard como un axioma de la estructura, luego
cada ldégica dard lugar a una estructura algebrdica, cuyas propiedades

generales representan las leyes de la logica en cuestion. Estos métodos



presentan el inconveniente de que no suelen incorporar un sistema de

deduccion.

b) El método introducido por Frege, de representar las verdades de la
l6gica mediante sistemas formales. En ellos, se parte de un conjunto de
verdades elementales, dandosele el nombre de axiomas, y se da un
procedimiento (mediante reglas de inferencia) con el que se generan las
restantes verdades a partir de los axiomas. Este método dispone de un
procedimiento mecdnico para obtener proposiciones verdaderas, si bién se
muestra ineficaz para alcanzar un veredicto de no veracidad cuando la

proposicién no sea necesariamente falsa.

c) A través de las llamadas funciones veritativas. Se parte de un
conjunto de valores de verdad posibles y de un conjunto de valoraciones
validas (funciones veritativas), definiendose las verdades como aquellas
tales que su valor de verdad fuese 1 para cada valoracion valida. Este
método es una generalizacion de las tablas de verdad, y ha sido muy
utilizado, especialmente en el campo de la légica multivaluada. En el caso
de que el conjunto de valoraciones vdélidas sea reducido, se obtiene un
procedimiento para deducir la validez o la invalidez de una proposicion,
pero si, como ocurre en la prictica, el numero de valoraciones posibles es

elevado, tal procedimiento se muestra altamente ineficiente.

Mediante el primer método se han introducido numerosas dlgebras como
modelos algebrdicos para la logica representada por sus axiomas [59,61]: el
dlgebra de Boole para la ldégica Booleana clasica, el dlgebra de Heyting
para la ldégica intuicionista, los reticulos ortomodulares para la ldgica de
la mecdnica cudntica, las dlgebras de Boole topolégicas para la ldgica

modal, las algebras de Post para la l6gica multivaluada, ect.
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La mayoria de las estructuras algebrédicas obtenidas por este método han
sido inmersas dentro de la teoria de espacios topoldgicos o de la teoria de
conjuntos a través de un teorema de representacion [59]. Stone abri6 el
camino con su teorema de representacion para dlgebras de Boole. También
Stone y Tarski establecieron la conexion existente entre el célculo
proposicional intuicionista y el dlgebra de los abiertos (cerrados) de un
espacio topoldgico. Similares conexiones entre el cdlculo proposicional
modal y el édlgebra de los subconjuntos de un espacio topoldgico fueron
encontradas por McKinsey y Tarski. Con estos resultados, a los métodos
algebrdicos, se le unen los métodos topoldgicos y los métodos de la teoria

de conjuntos en el estudio de las distintas 1dgicas.

El segundo método ha dado lugar a numerosos sistemas formales para cada
uno de los distintos sistemas légicos [60]: los sistemas formales de Frege
y Lukasiewicz para la légica proposicional clésica, los sistemas T, S4 y S5
para la logica modal, los sistemas de Post y Lukasiewicz para la logica

multivaluada, etc...

Mediante el método de las funciones veritativas han sido las ldgicas
multivaluadas y polivalentes las que se han modelizado [2,30,61], por
ejemplo las logicas multivaluadas de Lukasiewicz, las légicas multivaluadas
de Post, etc... Mds generalmente, las ternas de De-Morgan [6,3,85] han sido

n_n "

estudiadas como modelos funcionales para las conectivas "y", "0," y "no".

La aplicacion de los anteriores modelos en la Inteligencia Artificial
en general, y en los Sistemas Expertos en particular, para modelizar el
razonamiento sobre una base de conocimiento ha mostrado algunos problemas

précticos:

a) Las estructuras que se producen resultan demasiado complejas, vy



ello a pesar de que solo haya que representar estructuras relacionales
(fundamentalmente reglas del tipo si-entonces) a partir de unos pocos datos
traducibles a términos representables ldgicamente. A modo de ejemplo, el
dlgebra de Boole para representar alguna informaciéon sobre n proposiciones
simples contendré ;22n! elementos.

b) El hecho de modelizar las reglas a través del conectivo de
implicacién, es decir, como un enunciado del tipo si-entonces, hace que
dichos sistemas operen con las reglas como si fuesen proposiciones
afiadidas, aumentando sobremanera el nimero de proposiciones a combinar.
Ademas, ello ha creado controversia entre los que defienden esta
modelizacién y los que entienden que no responde al concepto exacto de

regla (Baldwin [12], Castro-Trillas [16], Dubois-Prade [21], Hisdal [37]).

El objetivo de esta memoria es el estudio de algunos modelos de ldgica
para la Inteligencia Artificial. Madas concretamente, se ha intentado
encontrar modelos generales, que permitan modelizar a la mayoria de los

sistemas conocidos, y que sean de mds eficiente implementacion.

A ese respecto cabe resefiar los trabajos de Ruspini [64], que ha creado
un marco unificador para la semdntica de las distintas logicas difusas y la
teoria de las ldogicas generalizadas introducida por Meseguer (1989) vy
continuada entre otros por Godo [2,32], quienes a partir de la nocién de
institucion, introducida por Goguen y Burstall, enmarcan las ldgicas
multivaluadas como instituciones. A pesar del indudable interés de esas
lineas, en orden a construir modelos mds simples y faciles de implementar,
nosotros hemos dirigido nuestra investigacion por otros derroteros. Nuestra
linea de trabajo ha partido de las ideas sugeridas por Quine [57] y Hisdal

[37] y desarrolladas en profundidad por Trillas y Alsina [9,10,76,77,82] de
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ver una légica como una estructura relacional a través de la relaciéon de

implicacién (condicional).

Como resultado, se ha encontrado un modelo general, el cual posee la
virtud de ser uniforme tanto en la forma comin de los axiomas, como en el
uso de una unica regla de inferencia. Gracias a este caracter uniforme se
simplifica notablemente su posible complicacion a la hora de ser
implementados. Ademds, nos permite implementar en un solo sistema
computacional distintos sistemas légicos, puesto que soOlo variaran unos de

otros en las distintas reglas que se admitan.

Posteriomente, utilizando este modelo general, se han estudiado
distintas cuestiones logicas para el caso bivaluado. En este caso se han
estudiado estructuras reticulares que generalizan aquellas cldsicamente
utilizadas: las 4dlgebras de Boole en la ldégica clasica, las d4lgebras
ortomodulares de Bodiou [14] para la mecdnica cudntica, los reticulos
Browerianos para la légica intuicionista, etc... De esta forma, los
resultados que se han obtenido sobre estas estructuras sirven de resultados

comunes para los distintos sistemas légicos que modeliza.

Finalmente se ha aplicado el modelo al estudio de un problema abierto
en el campo de los sistemas basados en conocimiento, el problema del manejo
de la inconsistencia. A partir de las ideas apuntadas por Meseguer [46] vy
Kim [40] de que existen incompatibilidades intrinsecas para cada problema
(aparte de las puramente ldgicas) que deben de ser tenidas en cuenta, hemos
introducido la nocién abstracta de relacién de incompatibilidad y la hemos
aplicado a dicho problema. Ademds, usando la estrategia aportada por
Larsen, Nonfjall y Yager [41,43,89], hemos disefiado un algoritmo para

obtener las entradas que conducen a inconsistencia.



Pasamos a describir los contenidos particulares de cada capitulo. El
punto de partida ha sido el de identificar una regla como una relacion
entre la verdad del consecuente y la verdad del antecedente. Con esa idea,
se analiza en el capitulo I el concepto general de condicional, como una
relacién entre hechos verificando la regla del Modus Ponens respecto a los
posibles estados logicos de esos hechos. Con esta definicion de condicional
se comprueba que existe un mayor condicional, que resulta ser un preorden,
al que se denomina condicional material, pues coincide con este en el caso
bivaluado. Asi mismo, se comprueba que el condicional material no determina
de forma univoca la familia de los estados logicos. Como consecuencia de
los resultados anteriores, se establece un teorema de representacién para
los predrdenes, demostrando que cada preorden puede ser visto como un tipo

especial de espacio topoldgico, como un espacio clausura coclausura.

En el capitulo II, se comprueba que muchos de los sistemas logicos
mondtonos (tanto bivaluados como multivaluados) se pueden modelizar a
través de un condicional material, teniendo como Tunica regla de inferencia
el Modus Ponens. Para que se pueda realizar esta modelizaciéon basta exigir

. . "o L . -
que exista un conectivo "y" con respecto al cual la légica ha de verificar
una condicién de finitud. Puesto que esta condicién la verifican la mayoria

de los sistemas légicos interesantes, este resultado nos indica que:

a) Para estudiar de forma comin muchos de los sistemas ldégicos basta

estudiar las anteriores estructuras.

b) Para implementar muchos de los sistemas ldgicos basta implementar las
reglas del tipo anteriormente descrito e implementar la regla de inferencia

del Modus Ponens.

En base a los resultado obtenidos en el capitulo II, se introduce en
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el capitulo III una nocién general de légica bivaluada basada en reglas de
implicacién, y que incorpora la posibilidad de poseer otros conectivos. Se
comprueba que este modelo incorpora la mayoria de los sistemas légicos
conocidos, y se estudian desde un punto de vista general propiedades
importantes de un sistema ldgico: la completitud, los razonamientos por
reducciéon al absurdo y por contradiccién, los principios del tercero
excluido y de no contradiccion, los teoremas del Modus Ponendo Tollens y

del Modus Tollendo Ponens, etc...

Por ultimo, y nuevamente en base al caracter general del modelo de
l6gica del capitulo 1II, se estudia en el capitulo IV la inconsistencia
sobre estos modelos. Para ello, se considera la nocién de relaciéon de
incompatibilidad con respecto a un preorden, y la nocién de medida de

inconsistencia asociada a una tal relacién de incompatibilidad.

Para finalizar el capitulo IV, y como principal aportaciéon practica de
la memoria , se aplican estas nociones para calcular las posibles entradas
inconsistentes de una base de conocimiento. La estrategia sugerida es la

siguiente:

1) Pedir a los expertos del dominio que indiquen una base de
incompatibilidades bdésicas (las propias del problema), base a la que habra
que afiadir las incompatibilidades légicas.

2) Construir la clausura deductiva de dicha base de incompatibilidades,
que coincide con la menor relacién de incompatibilidad que la contiene.

3) Calcular las entradas que sean incompatibles via dicha relacion de

incompatibilidad.

Esta estrategia presenta la novedad del paso 1), que si bien ha sido

apuntado desde un punto de vista mas parcial y restrictivo por otros
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autores (Kim [40], Meseguer [46]), aqui juega un papel esencial. El célculo
del paso 2) suele ser muy ineficiente, por ello se ha disefado un algoritmo
alternativo que cdlcula las entradas inconsistentes sin tener que calcular
toda la clausura deductiva de la base. Este algoritmo es una version
adaptada de los sistemas de deducciéon por encadenamiento hacia atrds, y
consiste en partir de las incompatibilidades para llegar hasta las entradas

de las que se deriven.

Para finalizar con esta introducciéon vamos a realizar unos breves
comentarios. En primer lugar, indicar que muchos de los resultados
obtenidos en el modelo general de ldogica bivaluada que se estudia en el
capitulo III, son especificaciones en lenguaje matemdtico de cuestiones
apuntadas en la ldégica escolastica medieval. De hecho, algunos de estos
resultados ya pueden verse enunciados en los trabajos de los Megdricos
(Diodoro 'y Filén), los Estéicos (Crisipo), y en el "Organon" de

Aristoteles.

El segundo comentario es sobre el d4mbito de aplicaciéon de los
resultados obtenidos. Cabe destacar que estos se circunscriben dentro del
razonamiento 16gico monétono, en donde son muy generales, pero no abarcan

la parcela del razonamiento no mondtono [66].

Terminaremos resefiando algunas cuestiones referentes a la nomenclatura
utilizada. Es bien conocida la dificultad que entrana el encontrar, en
cualquier campo de la matemdtica, una nomenclatura adecuada. El -caracter
general del capitulo I nos ha obligado a utilizar una nomenclatura en la
que debemos hacer referencia a todos los objetos de los que depende. En lo
referente a los simbolos 16gicos, hemos intentado utilizar la nomenclatura

clasica de la ldgica (v, A, —, etc..), si bién en el capitulo III la hemos
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cambiado por la nomenclatura algebrdica (+, . y ’) puesto que con ello se
simplifica notablemente la longitud de las férmulas. Otro punto de posible
conflicto es la nomenclatura de las relaciones condicionales. Hasta donde
nos ha sido posible, hemos utilizado el simbolo I para los preoredenes y R
para las relaciones no necesariamente predrdenes. No obstante, nuevamente
en el capitulo III hemos adoptado la notacién algebrdica < para los
preérdenes, con el fin de utilizar una nomenclatura uniforme, totalmente
algebrdica. Finalmente, en el -capitulo IV, dedicado al manejo de 1la
inconsistencia en los sistemas basados en conocimiento, hemos utilizado Ila
nomenclatura usual para estos sitemas, nomenclatura basada en las iniciales

de los términos en lengua inglesa.



CAPITULO I:

CONDICIONAL Y ESTADOS LOGICOS

EN UN CONJUNTO DE HECHOS
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1. Introduccion.

Supongamos que tenemos un problema a resolver. Sea ¥ el conjunto de los
hechos que los expertos estiman que deben ser considerados para resolver el
problema. Para cada caso k en que el problema vaya a ser considerado, cada
hecho xe ¥ tomard un valor de verdad Tk(x)e V, siendo V el reticulo completo
de los posibles valores de verdad (ver apéndice 1). Si K denota el conjunto
de todos los casos que se puedan dar en el problema en cuestion, se define
la familia de los estados légicos de los hechos ¥ como las valoraciones que
se dardan en cada caso ([35,58,64]),

E:{Tk:?%V/keK}.
Asi, se modeliza el conjunto de los estados légicos sobre los hechos de ¥

como una familia de subconjuntos V-valuados de ¥ (ver apéndice 2).

Por otro lado, tenemos el condicional sobre ¥, que se suele modelizar
(ver apéndice 2) como una relacién binaria V-valuada, es decir, como una
aplicacion

I x% —— V; I(a,b) = I(b/a),

siendo I(b/a)e V el valor de verdad con que b es consecuencia de a.

La relaciéon entre 1 y ¥ se establece en funciéon del Modus Ponens. De
una forma general, se agrupan las distintas versiones del Modus Ponens
sobre el conjunto de valores de verdad V de la siguiente forma

([5,22,82,83,90]):
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Sea M: VXV — > V una funcién verificando M(1,1)=1 y M(0,0)=0 (que
llamaremos de Modus Ponens sobre V), se define el M-Modus Ponens V-valuado
como la ecuacién de estado

(M-MP) M(T(a),I(b/a)) < T(b); VTely V abed.

Dada M wuna funcion de Modus Ponens sobre V y una familia ¥ de
subconjuntos V-valuados, la ecuacion (M-MP) nos permite definir un

M-3-condicional I como una relacién binaria V-valuada verificando (M-MP).

Dualmente, dada una funcién de Modus Pones M sobre V y una relacion
binaria V-valuada I, podemos definir un M-I-estado l6gico T como un

subconjunto V-valuado de ¥ verificando (M-MP).

En este capitulo, estudiaremos las familias de los M-I-condicionales y

de los M-I-estados l6gicos. Dividiremos el estudio en dos casos:

a) El caso bivaluado, V = {0,1}.

Llamaremos a los hechos bivaluados proposiciones. En este caso existe
una tUnica funcién de Modus Ponens, para la cual el Modus Ponens adopta la
expresion  cldsica. Ademds, los estados ldégicos son subconjuntos de
proposiciones, que serdn llamados  v-partes (diminutivo de  partes
verdaderas), mientras que los condicionales serdn llamados relaciones de

implicacién. Demostraremos entonces:

1. (Teorema 1.2.24). Existe un mayor 3I-condicional (I-implicacién), a

saber, el preorden obtenido a través de la implicacién material [57,72].

2.  (Observacion 1.2.46). La implicacibn material no determina

univocamente la familia de los estados logicos.

3. (Teorema 1.2.41). Los estados logicos de una relacién binaria son
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exactamente los mismos que los de su clausura reflexiva y transitiva, que

es la implicaciéon material asociada a esos estados ldgicos.

4. (Teorema 1.2.34). La familia de los estados légicos de un preorden
establece un isomorfismo entre los predrdenes y una familia de espacios
topologicos, la familia de los espacios clausura coclausura. Ello sirve de
teorema de representaciéon para los predrdenes de forma similar a los

obtenidos para otros modelos algebraicos de logica [59].

b) El caso general.

Dentro de este caso, estudiaremos particularmente el caso en que M es
creciente y continua. Obsérvese que si V es finito ambas cosas coinciden.

Demostraremos entonces:

1. (Teorema 1.3.23). Para cada familia Y de subconjuntos V-valuados
existe un M-3-condicional médximal (al que llamaremos M-condicional material
V-valuado) del que calulamos su expresion. En el caso de ser M = * una
t-norma continua, el *-condicional material es el *-preorden difuso
obtenido a partir de ¥ en el teorema de representacién para *-predrdenes

difusos [85,86].

2. (Ejemplos 1.3.13-16). Tomando V = [0,1], las relaciones 1 que se
construyen a partir de wuna distribucion d en distintos modelos de
Razonamiento =~ Aproximado  (Loégica  Probabilistica  [48],  Probabilidad
Condicional [56], Necesidad Condicional [20], Funciones de Implicacién
[80,81]) son *-{d}-condicionales para una apropiada t-norma continua *. Por
tanto, estardn acotadas superiormente por el correspondiente preorden
difuso *-condicional material. Esto justifica las aproximaciones realizadas

ad hoc por algunos sistemas expertos al sustituir los  anteriores
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condicionales por el correspondiente preorden, con el fin de simplificar

los céalculos.

3. (Observaciéon 1.3.6). Sea o no M continua (aunque si creciente), la
familia de los estados logicos de un M-preorden V-valuado I establece una
inmersion de los M-predrdenes V-valuados en los espacios topoldgicos

V-valuados [38].

4. (Teorema 1.3.25). Si M = * es una t-norma continua sobre V, los
estados logicos de una relacion binaria V-valuada son exactamente los
mismos que los de su clausura reflexiva y *-transitiva, que es el

*-condicional material asociado a esos estados ldgicos.

5. (Observacién 32). El M-condicional material no determina de forma

univoca a T.
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2. El caso bivaluado: implicacion y verdad.

2.1. Introduccion.

A lo largo de esta seccidon consideraremos una proposicion como un
hecho que puede ser verdadero o falso segiin el caso en que sea afirmado.
Asi, habrd proposiciones que en todos los casos en que sean afirmadas serdn
verdaderas (verdades), proposiciones que en todos los casos en que sean
afirmadas serdn falsas (falsedades) y, proposiciones que en unos casos sean

ciertas y en otros sean falsas.

Dado el conjunto P de las proposiciones relevantes a un problema,
estas serdn consideradas en un conjunto K de casos, el conjunto de cada una
de las posibles entradas del problema. Para cada caso keK, tenemos el
conjunto Tk de las proposiciones que sean ciertas en el caso k y el
conjunto Fx de los proposiciones que sean falsas en el caso k. Tendrémos
pués destacadas dos familias, la familia ¥ = { Tk / ke K } de las partes

verdaderas y la familia ¥ = { Fx / ke K } de las partes falsas.

La implicacion puede ser considerada como una relacion entre
proposiciones [57,70,71]. La relacién semadntica entre la implicaciéon y el
concepto primitivo de la verdad puede ser expresada a través del Modus
Ponens,

(MP) Si p implica q y es p verdadera, también lo es q,

y en funcién del concepto de falsedad a través del Modus Tollens,

(MT) Si p implica q y es q falsa, también lo es p,

En esta seccion, analizaremos las relaciones existentes entre estos
tres conceptos primitivos, implicacion, verdad 'y falsedad, abstrayendo las

propiedades, leyes y principios antes mencionados.
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2.2. Partes verdaderas y falsas de una estructura relacional.

En este apartado, asociaremos a cada relacion de implicaciéon 1 sobre
un conjunto de proposiciones P, dos familias de subconjuntos de P, la
familia de las partes verdaderas, formada por aquellas partes compatibles
con la relaciéon de implicaciéon en cuanto al MP, y la familia de las partes
falsas, formada por aquellas partes compatibles con la relacién de

implicacién en cuanto al MT.

Definicién 1.2.1. LLamaremos una estructura relacional sobre un conjunto P
al par formado por dicho conjunto y por una relaciéon binaria I definida
sobre él.

Un morfismo entre dos estructuras relacionales (P,]) y (Q,J) es una
aplicacion f: P—— Q tal que para cada r,seP, si es rls, también es
f(r)Jf(s).

La clase de las estructuras relacionales forman una categoria con estos
morfismos, siendo la composiciéon e identidades las correspondientes sobre
los conjuntos. Dicha categoria serd denotada ER y llamada la categoria de

las estructuras relacionales.

Interpretaremos una  estructura relacional como un conjunto de
proposiciones sobre el que se tiene definida una relacion de implicacion.
De acuerdo con esta interpretacion, se introdujeron en [16] los conceptos
de parte verdadera (v-parte) y parte falsa (f-parte) de wuna estructura
relacional como modelos para un posible conjunto de proposiciones
verdaderas 'y para un posible conjunto de  proposiciones  falsas

respectivamente.

Definicion 1.2.2. Sea (P,I) una estructura relacional. Una v-parte T de
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(P,I) es un subconjunto cualquiera de P que sea cerrado por Madus Ponenas,
esto es, tal que para cada r,seT,
(MP) si reT y es rls, entonces seT.
Andlogamente, una f-parte F de (P,I) es un subconjunto de P cerrado por
Madus Tollens, O sea, tal que para cada r,se'V,
(MT) Si seF y es rls, entonces reF.
La clase formada por todas las v-partes de (P,J) y la formada por todas

las f-partes de (P,I) las denotaremos YI(P,I) y #(P,I) respectivamente.

Seguidamente estudiaremos el comportamiento de las v-partes y las
f-partes con respecto a las operaciones y morfismos entre estructuras

relacionales.

Definicion 1.2.3. Dada una estructura relacional (P,I) se define Ia
estructura relacional dual (P,Jla) como aquella compuesta por el mismo
conjunto P y la relaciéon dual de la de partida. Asi, Id viene definido por,

para cada r,seP es rlas si y solo si es slr.

La aplicacion (P,J) }—— (P,Js) de la «clase de las estructuras
relacionales en si misma, junto con la aplicacion identidad sobre los
morfismos, resulta ser un funtor de ER en si mismo. Dicho funtor sera
denotado DUAL y llamado funtor de dualidad,

DUAL: ER —— ER.

Por definicién, las v-partes de wuna estructura relacional coinciden
con las f-partes de su dual, asi como las f-partes coinciden con las

v-partes del dual:

Proposicién 1.2.4. Sea (P,I) una estructura relacional. Entonces,
DoIPD = SPI,
i) P, = E(P,Id).
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Definicion 1.2.5. Se define wun antimorfismo entre dos estructuras

relacionales (P,I) y (Q,J) como un morfismo entre (P,I) y (Q,Ja).

Los morfismos y antimorfismos entre estructuras relacionales preservan
tanto v-partes como f-partes a través de la imagen inversa. Ello queda

recogido en las dos siguientes proposiciones:

Proposicion 1.2.6. Sea f un morfismo entre las estructuras relacionales
(P,I) y (Q,J). Entonces,

1) Si es T una v-parte de (Q,)), f_l(T) es una v-parte de (P,I).

it)  Si es F una f-parte de (Q,)), l(F) es una f-parte de (P,I).

Demostracién. 1) Sean r,seP y, supongamos que es rIs con f(r)eT, entonces
f(r)Jf(s) y por (MP) es f(s)eT. ii) Basta observar que si f es un morfismo

de (P,I) en (Q,J), entonces también lo es de (P,Id) en (Q,Jd).-

Proposiciéon 1.2.7. Sea f un antimorfismo entre las estructuras relacionales
(P,I) y (Q,J). Entonces,

1) Si es T una v-parte de (Q,)), f_l(T) es una v-parte de (P,I).

it)  Si es F una f-parte de (Q,)), l(F) es una f-parte de (P,I).

Demostraciéon. Basta aplicar 1.2.6. =

Nada podemos asegurar sobre la imagen de una v-parte o de una f-parte

por un morfismo o por un antimorfismo, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.8. Consideremos la estructura relacional (P,I) con P={ab,c} e
I={(a,b), (a,a), (c,a)}. La aplicacion f: P —— P, f(a)=f(b)=a, es
claramente tanto un morfismo como un antimorfismo y, sin embargo, siendo
T=P una v-parte y a su vez una f-parte , f(P)={a} no es ni v-parte ni

f-parte.
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Seguidamente estudiaremos la estructura algebrdica de las clases
I(P,) y 3(P,J). Demostraremos que ambas clases son un sistema clausura
coclausura, siendo cada uno el dual del otro por complementacion. Para

ello, consideremos una estructura relacional (P,I) fija pero arbitraria.

Proposiciéon 1.2.9. La uni6én arbitraria de v-partes de (P,I) es una v-parte

de (P,D).

Demostraciéon. Sea A una union arbitraria de v-partes y, supongamos que es
rIs con reA, entonces existe una v-parte T de dicha unién tal que reT,

luego s€T y asi s€c A.m

Proposiciéon 1.2.10. La unioén arbitraria de f-partes de (P,I) es una f-parte

de (P,D).

Demostracion. Aplicar 1.2.9 a la estuctura relacional dual.m

Proposiciéon 1.2.11. La interseccion arbitraria de v-partes de (P,I) es wuna

v-parte de (P.I).

Demostraciéon. Sea A una interseccion arbitraria de v-partes y, supongamos
que es rls con reA, entonces para toda v-parte T de la interseccion

reT, luego se€T para toda T de A y asi s€A.m

Proposicion 1.2.12. La interseccion arbitraria de f-partes de (P,I) es wuna

f-parte de (P,I).

Demostracion. Aplicar la proposicion 1.2.11 a la estuctura relacional

dual.m

Proposiciéon 1.2.13. Si T una v-parte de (P,I) entonces P-T es una f-parte

de (PI) y, si F es una f-parte de (P,I) entonces P-F es una v-parte de
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(P.D).

Demostraciéon. Sea T una v-parte de (P,I) y sean r,se P. Supongamos que rls
con seP-T, si es reT, por ser T v-parte, también es s€T, jcontradiccion!.
Hemos probado pues que el complemento de una v-parte es una f-parte. Para
probar que el complemento de una f-parte es una v-parte bastard aplicar el

anterior resultado a la estructura relacional dual.m

Corolario 1.2.14. Sea AcP. A es v-parte si y solamente si P-A es f-parte.

Dualmente, A es f-parte si y solo si P-A es v-parte.
Demostracion. Inmediata.m

Definicién 1.2.15. Un sistema sobre un conjunto no vacio X es una familia
de subconjuntos de X. En particular, un sistema clausura sobre X es una
familia € de subconjuntos de X que sea cerrada para intersecciones
arbitrarias y que contenga al propio X. Es decir, € debe verificar:

1) Para cada § Cc €, N F € ©, y

ii) Xee.

Un sistema coclausura sobre un conjunto no vacio X es una familia € de
subconjuntos de X que sea cerrada para uniones arbitrarias y que contenga
al vacio, o sea, verificando:

i’) Para cada @€, Uge®, y
ii’) Qet.

Un par (X,6) donde X es un conjunto no vacio y € es un sistema sobre X es
llamado un espacio. Si € es un sistema clausura (resp. coclausura) sobre X
lo llamaremos un espacio clausura (resp. coclausura).

Un morfismo entre dos espacios (X,6) e (Y,D) es wuna aplicacion
f: X —— Y tal que para cada AeD, f 1(A)e €. Por analogia con los espacios

topolégicos, a los morfismos entre espacios se les Illama también
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aplicaciones continuas.

Los espacios, con estos morfismos, forman una categoria, siendo la
composiciéon e identidades las correspondientes sobre los conjuntos. Dicha
categoria serd llamada la categoria de los espacios y denotada EP. A la
subcategoria plena compuesta por los espacios clausura y coclausura la

llamaremos categoria de los espacios clausura coclausura y la denotaremos

ECC.

Obsérvese que todo sistema clausura coclausura es un reticulo completo
con las operaciones unién e interseccion, siendo el elemento maximal X y el

minimal .

Ejemplo 1.2.16. Dado un espacio topoldgico (X, T) donde T es la familia de
abiertos del conjunto X, sabemos que la unién arbitraria y la interseccidon
finita de de abiertos es un abierto. Asi, un espacio clausura coclausura no
es mds que un espacio topolégico verificando la condicion

(C) la interseccion arbitraria de abiertos es a su vez un abierto.

Como ademds los morfismos de ECC coinciden con las aplicaciones continuas
para estos espacios topologicos, concluimos que ECC no es mas que la
subcategoria plena de la de los espacios topoldgicos compuesta por aquellos
espacios topoldgicos que verifiquen (C). Denotando ET a la categoria de los
espacios topoldgicos, tenemos:

ECC c ET c EP,

donde la inclusiéon simboliza el de hecho de ser subcategorias (plenas).

Definicién 1.2.17. Dado wun espacio (X,6), llamaremos espacio dual por
complementacion al espacio (X,@C) donde
€° = { X-A / A€ }.

De esta forma, la aplicaciéon (X,6) (X,@C) de la clase de los
P
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espacios en si misma, junto con la identidad sobre los morfismos,
constituye un funtor de EP en si mismo. Dicho funtor serd llamado el funtor
de complementacion y denotado COMPL,

COMPL: EP - EP.
En definitiva, COMPL es un isomorfismo de EP en si mismo (él mismo es su
propio inverso) y, por restriccién, es también un isomorfismo de ET en si

mismo y de ECC en si mismo.

Las propiedades probadas sobre v-partes y f-partes quedan recogidas en

los siguientes dos teoremas:

Teorema [.2.18. ¥(P,I) y 3(P,]) son dos sistemas clausura coclausura sobre

P, siendo el uno dual del otro por complementacion.

Teorema 1.2.19. La aplicacion (P,I) +—— (P,3(P,I)), junto con Ila
identidad sobre los morfismos constituye un funtor de ER en ECC. Dicho
funtor serd llamado el funtor de Modus Ponens y denotado MP.

Asi mismo, la aplicacion (P,I) ——— (P,3(P,I)), junto con la identidad
sobre los morfismos constituye un funtor de ER en ECC. Dicho funtor serd
llamado el funtor de Modus Tollens y denotado MT.

Ademads, ambos funtores conmutan a través de los funtores COMPL y DUAL, 6

sea, los siguientes diagramas son conmutativos:

P MT
ER > BCC ER > BECC
"1 N o OMPL MP N ~ compL
. MT
ER > BCC ER > ECC
DUA L\“"N AT DUA L\'"-N < e

ER ER
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2.3. Implicacion Material.

Vamos a definir el concepto de implicacion respecto a un sistema 3,
interpretado como el conjunto de las proposiciones verdaderas en cada uno

de los posibles casos.

Definicién 1.2.20. Sea ¥ un sistema sobre un conjunto P. Se define una
implicacién respecto a Y sobre P como una relacién binaria 1 < PxP tal que

¥ < ¥(P,]), es decir, tal que para cada Tel, T sea una v-parte de (P,I).

A continuacién vamos a asociar una implicacién (implicacion material)
a cada espacio (P,¥) mediante el proceso de induccion légica [87]. Para
ello debemos pensar en los elementos del conjunto como proposiciones y que
el sistema esta formado por las proposiciones verdaderas en cada uno de los

posibles casos.

Definicién 1.2.21. A un par (X,I) donde X es un conjunto no vacio e I es un
preorden sobre X, lo llamaremos un conjunto preordenado. Obviamente, cada
conjunto preordenado es, en particular, una estructura relacional. A la
subcategoria plena de EP formada por todos los conjuntos preordenados la

llamaremos categoria de los conjuntos preordenados y la denotaremos CP.

Definicion 1.2.22. Se define la relacion de implicacion material 1(P,X
para cada r,se P mediante,

rI(P,Y)s si, y solo si, s€ T para cada Te?X tal que reT.

Proposicién 1.2.23. I(P,Y) es un preorden sobre P.

Demostracion. Resulta obvio que para cada reP es rI(P,¥)r. Por otro lado,
si es rl(P,Y)s y es sI(P,Y)t, entonces para cada Te?l tal que reT es seT vy,

como es sI(P,Y)t, también teT, luego rI(P,Y)t.m
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Teorema 1.2.24. 1 < PxP es una implicacion respecto a Y si y solo si

I c I(P,Y).

Demostraciéon. Supongamos que I es una implicacién respecto a . Si es rls,
puesto que cada TeX es una v-parte de (P,I), para cada Tel tal que reT,
deberd de ser seT vy asi, rl(P,Y)s. Reciprocamente, supongamos que es
I ¢ I(P,Y). Sea Teyl, si es rls, es también rI(P,Y)s y asi, s€T, por tanto T

es una v-parte de l.m

Dualmente podemos asociar un nuevo preorden a cada espacio (P.%)
aplicando el principio de inducciéon dual bajo la interpretacion de que ¥
esta formada por las proposiciones falsas en cada uno de los casos

posibles.

Definicion 1.2.25. La relacion dual de implicacion material 1D(P,¥) se
define para cada r,se P mediante,

rID(P,%)s si, y solo si, reF para cada Fe ¥ tal que seF.
Proposicién 1.2.26. ID(P,¥) es un preorden sobre P.

Obsérvese que el preorden obtenido a partir de la familia € por el
procedimiento de induccién coincide con el de la familia €= { P-T / Te@€ }
por el procedimiento de inducciéon dual y reciprocamente, el obtenido a
partir de € por induccién dual coincide con el obtenido a partir de € por

induccion.

Proposicién 1.2.27. Dado un espacio (X,6), se verifica:
i) IDX6) = [(X,g5),

i)  I(X,e) =ID(X,E").

Asi mismo, es evidente la siguiente
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Proposicién 1.2.28. Dado un espacio (X,6), se verifica:
D IX6), = IDX.6),

i) ID(X,6), = I(X,6).

Proposicion 1.2.29. Dados dos espacios (P,4) y (Q,V). Si una aplicacién
fr P ——> Q es un morfismo entre ambos espacios, entonces f es un

morfismo entre los conjuntos preordenados (P,I(P,4)) v (Q,I(Q,V)).

Demostraciéon. Supongamos que f es un morfismo entre (P,4) y (Q,V). Sean
r,se P tales que rI(P,U)s. Para cada TeV tal que f(r)eT, es ref l(T)e U,
Como rI(P,U)s, también sef 1(T) y f(s)eT. Luego para cada TeV tal que
f(r)e T, también f(s)e T. Por tanto f(r)I(Q,V)f(s).m

Las propiedades probadas para los predrdenes I(P,Y) e Id(P,SI) quedan

recogidas en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.30. La aplicacion (P,Y) +—— (P I(P,Y)) junto con la
identidad sobre los morfismos constituye un funtor de EP en CP. Dicho
funtor serd llamado el funtor de induccion y denotado FI.

La aplicacion (P.¥) +—— (P,Id(P,SI)) junto con la identidad sobre los
morfismos constituye un funtor de EP en CP. Dicho funtor serd llamado el
funtor de induccion dual y denotado FID.

Ademas FI y FID conmutan a través de los funtores DUAL y COMPL, o sea,
los siguientes diagramas son conmutativos:

FID FI

EP > CP EP > CP

FI ™. ~" DUAL FID ™. " DUAL

Cp Cp
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Bl FID
COMP L\"'u ~F 1D COMP L\"“--sI R
EP EP

Los resultados de este apartado junto con los del anterior se pueden

resumir conjuntamente en la conmutatividad del siguiente diagrama:

FM P
ER ——— ECC

F1 d COMPL
CP EP

l ER \[H ECC
FMT
DUAL | .

E |
v

CP . EP
FID
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24. Equivalencia entre preordenes y sistemas clausura coclausura.

Probaremos aqui que el proceso por el que se le asocia un preorden a
cada sistema sobre un conjunto y el proceso por el que se le asocia un
sistema clausura coclausura a cada estructura relacional establece un
isomorfismo entre las categorias CP de los conjuntos preordenados y la
categoria ECC de los espacios clausura coclausura sobre un conjunto. Ello
nos dice que cada preorden puede verse como un espacio topoldgico

verificando la propiedad C.
Consideremos un conjunto no vacio P.

Proposicion 1.2.31. Dado wun sisttema clausura coclausura © sobre P,

I(P,I(P,6))=€. Reciprocamente, dado un preorden I sobre P, I(P,3(P,I))=I.

Demostraciéon. Sea € un sistema clausura coclausura sobre P. Veamos que
las v-partes de (P,I(P,€)) son exactamente los elementos de :

Sea Te®, veamos que T es v-parte de (P,I(P,€)). Si es reT y es rl(P,6)s,
entonces s€T por la definiciéon de I(P,6), luego T es v-parte.

Sea M una v-parte de (P,I(P,§)), veamos que Me&. Para cada re M, definimos
Tr como la interseccion de todos los elementos de € que contengan a r, esto
es:

Tr: Nt Te® /reT }
Observemos que { Te€ /reT } es no vacio, puesto que para cada r, rePe€ y
asi, Pe Tr. Ademds, puesto que Tr es una interseccion de elementos de &,
Tre €. Por otro lado, para cada reM, TrgM, ya que si seTr, entonces para
cada Te€ tal que reT, también seT, luego rI(P,6)s. Consiguientemente, al
ser M una v-parte, es s€ M. Podemos pues afirmar que:

U {Tr / reM} cM

y, como reT para cada r, concluimos que:
T
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U {Tr / aeM } =M
Luego Me &, ya que es unién de elementos de ©.
Consideremos a continuacion un preorden 1 sobre P. Veamos que
I(P,X(P,I))=1. Supongamos que es rls, entonces para cada v-parte T de (P,I)
tal que reT deberd de ser tambiém seT, luego es rI(P,3(P,D))s.
Reciprocamente, si es rI(P,I(P,I))s, entonces para cada v-parte T de (P,D)
tal que reT es seT. En particular, s pertenece a la v-parte { xeP / rIx },

luego es rls.m

Observacion. 1.2.32. Como consecuencia de este resultado, cada preorden es

una implicacion material, la implicaciéon material de sus v-partes.
Una demostraciéon andloga nos demostraria la siguiente

Proposicion 1.2.33. Dado wun sisttema clausura coclausura © sobre P,
3(P,ID(P,€)) = €. Reciprocamente, dado un preorden [ sobre P,
ID(P,3(P,])) = L.

Los resultados obtenidos nos conducen, de forma inmediata a los

teoremas que representan los principales resultados de la seccidn.

Teorema. 1.2.34: Equivalencia entre conjuntos preordenados y espacios
clausura coclausura.

El funtor de Modus Ponens, restringido a CP, establece un isomorfismo
entre la categoria de los conjuntos preordenados y la de los espacios
clausura coclausura, siendo su inverso el funtor de induccién restringido a
ECC. Dualmente, el funtor de Modus Tollens, restringido a CP, establece un
isomorfismo entre la categoria de los conjuntos preordenados y la de los
espacios clausura coclausura, siendo su inverso el funtor de induccién dual

restringido a ECC.
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2.5. Implicaciones con las mismas v-partes. Sistemas con la misma

implicacion material.

Nos planteamos ahora cuando dos estructuras relacionales tienen las
mismas partes verdaderas y falsas y cuando dos sistemas inducen la misma
relacion de implicacion material. La respuesta pasa por obtener una nueva
interpretacion para los siguientes dos funtores: 1) FMPoFI = FMToFID vy
2) FIoFMP = FIDoFMT como los funtores libres de 1) EP en ECC y 2) ER en CP
respectivamente. Comenzaremos demostrando algunos resultados previos. Sea P

un conjunto no vacio.

Proposiciéon 1.2.35. Dadas dos relaciones binarias I y J sobre P, si Ic],

entonces ¥(P,J) < I(P,I).

Demostraciéon. Sea T una v-parte de (P,J) y supongamos que son reT y rls,

entonces rJs y se€T. Por consiguiente T es una v-parte de (P,I).m

Proposiciéon 1.2.36. Dados dos sistemas € y D sobre P, si €cD, entonces

I(P,D) c 1(P,e).

Demostracion. Si es rl(P,D)s, para cada TeD tal que reT, es se€T, en

particular para todos los Te€ y, por tanto, es rl(P,€)s.m

Definicién 1.2.37. Dado un sistema & sobre P, se define el sistema clausura
coclausura libre €8 generado por © como el menor sistema clausura
coclausura sobre P que contenga a ©. Dicho sistema siempre existe y
coincide con la interseccion de todos los sistemas clausura coclausura que
contienen a €. Ademds, 6° verifica la propiedad universal de las
estructuras libres particularizadas a los sistemas clausura coclausura.

La aplicacion que a cada espacio (P,6) le asocia el espacio clausura

coclausura libre (P,E’g), y que a cada morfismo entre estructuras de partes
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le asocia el morfismo entre los correspondientes espacios clausura
coclausura libres, obtenido via la propiedad wuniversal de las estructuras
libres constituye un funtor de EP en ECC que serd llamado el funtor [libre

de espacios clausura coclausura y denotado LECC,

LECC: EP ——— ECC.

Definicién 1.2.38. Dada una relaciéon binaria I sobre un conjunto P, se
define el preorden libre It generado por 1 como el menor preorden sobre P
que contenga a | (clausura reflexiva y transitiva de I). Dicho preorden
siempre existe y coincide con la interseccion de todos los predrdenes que
contienen a I. Ademais, ' verifica la propiedad wuniversal de las
estructuras libres particularizadas a los predrdenes.

La aplicacion que a cada estructura relacional (P,I) le asocia el
conjunto preordenado libre (P,Irt), junto con la aplicacion que a cada
morfismo entre estructuras relacionales le asocia el morfismo sobre los
correspondientes predrdenes libres, obtenido via la propiedad universal de
las estructuras libres constituyen un funtor que serd llamado funtor Ilibre
de conjuntos preordenados y denotado LCP,

LCP: ER ——— CP.

Teorema 1.2.39. a) Dada una estructura relacional (P,I),
1(PPI) = I'"
b) Dado un espacio (P,€),
I(PI(P,€)) = €8.

Demostraciéon. Sea (P,I) una estructura relacional; sabemos que el preorden
generado por I es la interseccion de todos los predrdenes que contengan a
I. Sea < uno cualquiera de estos predrdenes, de I < < sigue ¥I(P,<) < I(P,D)

y I(P,x(P,])) c I(P,3(P,<)) = <. En consecuencia, I(P,¥(P,I)) esta incluido
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en cualquier preorden que contenga a I, y puesto que él mismo es un
preorden que contiene a I, este coincide con dicha interseccion.
Consideremos ahora un espacio (P,6); puesto que la interseccion arbitraria
de sistemas clausura coclausura es asi mismo un sistema clausura
coclausura, el generado por € no es sino la intersecciéon de todos los que
lo contienen. Sea ¥ uno de estos, de € c Y, sigue I(P,Y) c I(P,6) vy
IPIP,6) < Y(PI(P,XY). En consecuencia, I(P,I(P,6) estd incluido en
cualquier sistema clausura coclausura que contenga a € y, puesto que que él
mismo ya es sistema clausura coclausura que contiene a €, concluimos que

I(P,I(P,6) coincide con dicha interseccién.m

Observacion. 1.2.40. Como consecuencia, si P es un conjunto de
proposiciones 'y Y es el espacio sobre F formado por las proposiciones
verdaderas en cada uno de los posibles casos, salvo que Y sea cerrado por
intersecciones y por uniones arbitrarias, la regla del MP aplicada a 1la
relaciéon de implicacion material I(P,¥) producird mds casos posibles que

los de I.

Aplicando el anterior teorema a las relacion dual y al sistema
complementario y, teniendo en cuenta que los funtores libres conmutan con

el de dualidad y el de complementacién, obtenemos el siguiente teorema,

Teorema 1.2.41. a) Dada una estructura relacional (P,I),

ID(P,3(P,) = It

b) Dado un espacio (P,€),

€8,

(P, ID(P,€))

Concluimos, por tanto, el resultado deseado:

Teorema 1.2.42. FMPoFl = FMToFID = LECC y FIoFMP = FIDoFMT = LCP.
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Equivalentemente, los siguientes diagramas son conmutativos:

CP
F1 7  _ FEMP

A LECC
EP 5 ECC

PID ™ " EMT

De este teorema se sigue de forma

corolarios, que nos responden a las cuestiones planteadas:

Corolario 1.2.43. a) Dadas dos relaciones binarias [ y J

(P, = ¥(P,J) siy solo si

b) Dados dos sistemas € y D sobre P,

I(P,6) = I(P,D) siy solo si 6% = DE.

Corolario 1.2.44. a) Dados dos relaciones

3(P,I) = 3(P,J) siy solo si

b) Dados dos sistemas € y D sobre P,

ECC
FMP ” “_ FI
S Ler s
ER > CP
FMT"'*-.N L FID
ECC
inmediata los siguientes
sobre P,
Irt _ th
binarias 1 y J sobre
Irt _ th

ID(P,6) = ID(P,D) si y solo si 6% = DE.

dos

P,
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Concluimos esta seccion con dos observaciones:

Observacion. 1.2.45. Cada implicacion esta incluida en la implicacién
material obtenida asociada a sus v-partes (su clausura reflexiva 'y

transitiva), produciendo ambas exactamente las mismas v-partes.

Observacion. 1.2.46. Muchos distintos sistemas formados por las verdades en
cada uno de los posibles casos dan lugar a la misma implicacién material,
basta con que generen el mismo sistema clausura coclausura. Por tanto, la
implicacién material no determina de forma univoca la verdad sobre las

proposiciones.



38

3. Caso General: Condicional y Estados Légicos

Realizaremos en esta seccion un estudio similar al realizado en la
seccion 1.2, anadiendo el estudio de algunos ejemplos de condicionales
ampliamente utilizados en el razonamiento aproximado, ejemplos que
compararemos con la construccién del condicional material. A lo largo de
toda la seccion V denotard un reticulo completo fijo pero arbitrario.
Ademds, M denotard una funcién de VxV en V verificando M(1,1) =1 y

M(0,0) = 0.

3.1. M-Estados légicos de una estructura relacional difusa.

Definicién 1.3.1. Llamaremos una estructura relacional V-valuada a un par
(X,R) donde X es un conjunto no vacio y R es una relaciéon binaria V-valuada
sobre X,

R: XxX ———= V, R(a,b) = R(b/a).

Dada una estructura relacional V-valuada (X,R) nos referiremos a X como
el conjunto sobre el que se ha construido la estructura o como el conjunto
base de la estructura. Asi mismo, R sera referida como la relacion de la

estructura.

Consideremos una estructura relacional V-valuada (X,R). Los conceptos
de partes V-valuadas verdaderas 'y falsas, respectivamente, fueron
introducidas en [7] a través de sendas generalizaciones para las leyes

clasicas del Modus Ponens y Modus Tollens:

Definicién 1.3.2. Sea T un subconjunto V-valuado de X, T: X ——— V. Se
dice que T satisface la condicion del M-Modus Ponens si para cada a,b en X

se verifica:
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(MP) M(T(a),R(b/a)) < T(b);

en cuyo caso se dice que T es una parte V-valuada verdadera de (X,R) con
respecto a M. Denotaremos IM(X,R) a la clase de todas las partes V-valuadas
verdaderas de (X,R) con respecto a M. Si Te EM(X,R), también se dice que T

es un M-estado logico [76] para la estructura relacional V-valuada (X,R) o

que R es un {T}-M-condicional para X.

La razén para esta nomenclatura es que interpretando (X,R) como una base
de reglas y T como una asignaciéon de un factor de certeza a cada hecho de
X, la familia IM(X,R) estard compuesta por todas las asignaciones de
certeza que sean compatibles con la base de reglas (X,R) respecto al Modus
Ponens (MP). En este sentido, IM(X,R) puede ser interpretado como la

familia de casos posibles en lo referente a la verdad de los hechos.

Por otro lado, si I es una funcién de implicacién, IM(X,I) puede ser
interpretado como la familia de los posibles valores de la variable

lingiiistica verdad [68,92].

Definicién 1.3.3. Sea F un subconjunto V-valuado de X, F: X > V. Se

dice que F satisface la condicion del M-Modus Tollens si para cada a,b en X
se verifica:

MT) M(F(b),R(b/a)) < F(a);

en cuyo caso se dice que T es una parte V-valuada falsa de (X,R) con
respecto a M. Denotaremos ;}M(X,R) a la clase de todas las partes V-valuadas

falsas de (X,R) con respecto a M.

A continuacién presentaremos algunas propiedades de las familias
IM(X,R) y §M(X,R) (cuando no haya lugar a confusién omitiremos la
estructura relacional con respecto a la cual son considerados los estados

l6gicos). Entre ellas, el caracter dual de la una con respecto a la otra,
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lo que nos permitird reducir el posterior estudio a una sola de ellas, la

de las partes verdaderas ¢ estados logicos.

Proposiciéon 1.3.4. Sea Ra la relacién dual de R, Rd(b/a) = R(a/b) para cada

a,b en X. Entonces EM(X,R) = {‘gM(X,Rd) y IM(X,Rd) = ;}M(X,R).

Demostracion. Inmediata.m

Proposiciéon 1.3.5. i) La unién y la interseccion de una familia finita de
M-estados légicos es asi mismo un M-estado 1d6gico.

i) Si M es creciente en la primera variable, la interseccion de wuna
familia arbitraria de M-estados ldgicos es un M-estado ldgico.

i) Si M es creciente y continua en la primera variable, la unién

arbitraria de M-estados 16gicos es asi mismo un M-estado 1dgico.

Demostraciéon. 1) Comenzaremos por demostrar que la wunién finita de
M-estados 1égicos es un M-estado légico. Sea T = U {Ti/ iel, } (con I
finito) una unién de M-estados 16gicos. Entonces, para cada abeX y para
cada iel se verifica:

M(Ti(a),R(b/a)) < Ti(b).

Al ser I un conjunto finito, existe un i €l tal que
o

T(a) = sup { Ti(a) /iel } = Ti (a),

o

por tanto,

M(T(a),R(b/a)) = M(Ti (a),R(b/a)) < Ti (b) < T(b),

(o] (8]

y como esto es para todo a,be X, concluimos que T es un M-estado légico.
Sea ahora T = n {Ti / iel} con 1 finito una familia de M-estados ldgicos.
Entonces, para cada a,be X y para cada i€l se verifica:

M(Ti(a),R(b/a)) < Ti(b).



CONDICIONAL Y ESTADOS LOGICOS 41

Al ser I un conjunto finito, existe un i €l tal que
o

T(a) = inf { T(a) / iel } = T (a),

o

por tanto,

M(T(a),R(b/a)) = M(Ti (a),R(b/a)) < Ti (b) < T(b),

(o] (8]

luego T es un M-estado 1dgico.
i1) Supongamos que M es creciente en la primera variable y sea
T=n{ T /i€l }
una interseccion arbitraria de M-estados légicos. Entonces, para cada abeX
y para cada i€l se verifica:
M(Ti(a),R(b/a)) < Ti(b),
y al ser M creciente en la primera variable:

M(T(a),R(b/a)) < M(Ti(a),R(b/a)) < Ti(b), para cada i€l

luego
M(T(a),R(b/a)) < inf { Ti(b) /i€l } = T(b),
y T es un M estado ldgico.
ii1) Supongamos que M es creciente y continua en la primera variable y sea
T=U/{ T /i€l }
una unién arbitraria de M-estados l6gicos. Entonces, para cada a,be X y para
cada i€l se verifica:
M(Ti(a),R(b/a)) < Ti(b),
y por ser M continua y creciente en la primera variable,

M(sup {Ti(a)},R(b/a)) = sup {M(Ti(a),R(b/a))} < sup {Ti(b)} = T(b).

1 1

de donde se sigue que T es un M-estado 16gico.

Observacion 1.2.6. Como consecuencia de la proposicion anterior, EM(X,R) es
un reticulo con las operaciones

TvT’ = max (T,T) y TAT = min (T,T’).
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Si M es creciente y continua, dicho reticulo serd completo. Por otro lado,
basta que M sea creciente en la primera variable para que EM(X,R) pueda ser

interpretado como la familia de abiertos de un espacio topoldgico V-valuado

[38] sobre X.
A continuacién presentaremos algunos ejemplos de M-estados ldégicos.

Proposiciéon 1.3.7. Sea 1 un M-preorden sobre X, para cada aeX, el
subconjunto V-valuado de X, I(-/a), definido por
I(-/a) : X ———= V, I(-/a)(x) = I(x/a),

es un M-estado 16gico de (X,I).
Demostracion. Inmediata.m

Proposiciéon 1.3.8. Sea S otra relacion binaria V-valuada sobre X, si es

S < R y es M creciente en la segunda variable, entonces IM(X,R) c EM(X,S).

Demostracion. Inmediata.m
Proposiciéon 1.3.9. Si M tiene a 1 como neutro y es R reflexiva, entonces

para cada Te IM(X,R) es
T(b)

sup { M(T(a), R(b/a) }.
ae X

Demostracion. Basta hacer a = b.m

Definicién 1.3.10. Se define la clausura reflexiva de R por

1, si a=b,
R'(b/a) =
{ R(b/a), si a#b.

Obviamente es R < R" y, en consecuencia, IM(X,Rr) c ¥, (X.R).
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Proposicion 1.3.11. Si M tiene a 1 como neutro, es IM(X,R) = EM(X,Rr).

Demostracion. Sea Te IM(X,R). Si a = b, M(T(b),R'(b/b)) = M(T(b),1) = T(b).
Si por el contrario es a#b, entonces M (T(a),R'(b/a)) = M(T(a),R(b/a)) <

< T(B), luego Te IM(X,Rr).-

Observacion 1.3.12. Sea 7 ﬁ la transformada logica

M ooy X

R
definida para cada subconjunto V-valuado A : X ————- V como el producto
M-sup de A por la relaciéon R:

72(A)@) = sup { M(A(a), R(b/a)) },
ae X

concluimos que si M tiene a 1 como neutro, entonces Te IM(X,R) si y solo si
STl;d(T) = T, es decir que los M-estados légicos de (X,R) son exactamente los
puntos fijos por la transformada ?71:. Podemos observar ademds que la
transformada 7 1: es exactamente aquella utilizada para obtener la conclusion

en el Modus Ponens Generalizado [22,91].

Ejemplo 1.3.13. Sea (X,p) un dlgebra de Boole probabilizada. Consideremos
la relacion difusa sobre Ip(b/a) = p(a’+b). Se puede comprobar [76] que Ip
es un W-preorden sobre X pero no es un M-preorden para ninguna M mayor que
el producto (ver apéndice 1). En [76] se demuestra que p define un W-estado
l6gico para (X,Ip). La relaciéon Ip es bdsica en la ldgica probabilistica de

Nilsson [48], ampliamente usada en Inteligencia Artificial.

Ejemplo 1.3.14. Sea (X,p) un algebra de Boole probabilizada. Polya [56]
introdujo la relacion difusa p*(b/a) = p(ab)/p(a) (probabilidad
condicional) para cada ab en X'= { xeX / p(x)>0 }. Esta relacién p’ es

reflexiva, pero no es un M-preorden para ninguna funcién M interesante,
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puesto que si lo fuese esta deberia de verificar la extrafia propiedad
M(x,1) = 0 para x<l. En efecto, consideremos el caso de los conjuntos de
Borel sobre [0,1]. Entonces para cada x<1 se verifica:
p ([0x1/[0,1]) = x,
p ([0 11/[x,1]) = 1,
p ([0x1/[x,1]) = 0,
de donde M(x,1) = 0.
En consecuencia p* no es un M-preorden para ninguna t-norma ni para

ninguna funcién promedio.

Ejemplo 1.3.15. Una medida de necesidad sobre un dlgebra de Boole X es una
aplicacion N: X ——— [0,1] tal que N(ab) = Min (N(a),N(b)). Como es
conocido [20],

Min (N(a),N(a’+b)) < N(b).
Como Min es la mayor de las t-normas, concluimos que N es un *-estado
l6gico de (X,RN), siendo RN(b/a) = N(a’+b) y siendo * una t-norma

cualquiera.

Ejemplo 1.3.16. Dado un subconjunto difuso de X, T: X ——— [0,1],
consideraremos las siguientes tres relaciones difusas sobre X asociadas a

T: a) RT(b/a) = Max (1-T(a),T(b)), b) RT(b/a) = 1-T(a)+T(b),
c) R¥(b/a) = Min (T(a),T(b)),
que son usualmente utilizadas en la l6gica difusa.
Como puede comprobarse [76], RT’ RT y R}% no son *-predrdenes difusos
para ninguna t-norma *. Pero si se verifica que T es un W-estado légico de

, e (X, ue es un *-estado 16gico de (X, ara cualquier
(XRp) y de (XRD) y que T estado 16gico de (X.RY) para cualqui

t-norma *.
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3.2. Condicionales aproximados.

En el apartado 1.3.1. hemos estudiado la familia EM(X,R) de los
M-estados 16gicos asociados a una estructura relacional V-valuada (X,R). En
este apartado estudiaremos, dada una familia Y de partes V-valuadas de X,
las relaciones R tales que todos los elementos de I sean M-estados ldégicos
de (X,R), es decir, vamos a estudiar el conjunto

R (X.0) = { ReVX /1 C 1 (XR) }.

Los relaciones de RM(X,E) son llamadas I-condicionales.

Consideremos un conjunto no vacio X y sea Y una familia arbitraria de

subconjuntos V-valuados de X, o sea, ¥ C VX.

Definiciéon 1.3.17. Se define un M-X-condicional como una relaciéon V-valuada
sobre X, R C VX, tal que ¥ EM(X,R). Denotaremos RM(X,E) a la clase de
todos los M-3-condicionales sobre X. Cuando no haya lugar a confusion

omitiremos el conjunto base.

Proposiciéon 1.3.18. Si M es creciente en la segunda variable, Re RM(X,E) y

es S < R, entonces Se RM(X,E .

Demostracion. ¥ < EM(X,R) c IM(X,S).-

Proposicién 1.3.19. Supongamos que M es continua. Si { Ri/ iel } una

familia de M-Y-condicionales, entonces R - U { Ri/ iel } es un

M-3-condicional.

Demostracion. Para cada Tel y para cada i€l se verifica
M(T(a),R (b/a)) < T(b),

luego
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M(T(a),R(b/a)) = M(T(a),sup Ri(b/a)) = sup M(T(a),Ri(b/a)) < T(b).m
Observacion 1.3.20. Si M es continua entonces existe un M-I-condicional
maximal, que serd

R0 =U{R/ RGRM(X,I) },
y si ademds es creciente en la segunda variable, R serd un M-Z-condicional

si y solo si R < RO.
Proposicion 1.3.21. RM(X,I) =ni RM(X,{T}) / TeX }.
Demostraciéon. Inmediata.m

Pasamos a encontrar la expresion del condicional maximal para el caso en
que sea M creciente y continua en la segunda variable. Como caso particular
tenemos las t-normas y las funciones generadoras de Modus Ponens continuas.

Valverde prob6 en [85] el siguiente teorema:

Teorema 1.3.22: de representacion para preordenes difusos.
Consideremos una t-norma continua *. Para cada familia

T ={ Ti:X%)[O,l]/ieI}
de subconjuntos difusos de X, la aplicacion

I: X«X — [0,1],

bt %

definida por
Ii(b/a) = inf { L‘F.(b/a) / iel }
donde

I (b/a) = L(T (b/T (a)).

1

e I, es la pseudoinversa de *,
I(y/x) = sup { ze[0,1] / x*z <y };

es un *-preorden difuso sobre X.
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Conversamente, para cada *-preorden difuso sobre X, I, existe una familia

Y C [0,1]X tal que I; = I. Mas concretamente, basta con tomar la familia

Y = { I(-/a) / aeX }.

Teorema 1.3.23. Si M es continua y creciente en la segunda variable, para

cada familia ¥ = { Ti: X ——— V /iel }, la relacién V-valuada

N(bra) = inf { TV (b/a) / el )
donde
™ (bja) = I (T (b)/T (a))
Ti LY A i ’

e IM es la pseudoinversa de M,
IM(y/x) =sup { zeV/ Mx,z) <y };
es el mayor M-I-condicional sobre X. Es decir, R es un M-I-condicional si y

solo si R < 1124.

Demostraciéon. Veamos que 11;/[ es un M-I-condicianal. Comenzaremos por
M .. M
ver que IT es un M-{T}-condicional. Para cada ¢ < IT(b/a),

M(T(a),c)<T(b),
luego
sup { M(T(a),c) / CSI¥(b/a) } < T(b),

y al ser M continua en la segunda variable,

M(T(a).I'y (b/a)) < T(b).
Ademads, como 1124 < I¥ para cada Te X, y M es continua en la segunda variable,

T es un Y-estado logico de Ilg

para cada Tel y Ilg es un M-I-condicional. Por

M
-

otro lado, si R es un M-I-condicional, entonces R < 1 En efecto, para
cualesquiera abeX 'y para cualquier Tel, se verifica, por ser
M-3-condicional:

T(a)*R(b/a) < T(b),
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de donde
R(b/a) < IM(T(b)/T(a)),
y tomando infimos con respecto a TeZg,

R(b/a) < I} (b/a).m

Tenemos asi que los *-predrdenes V-valuados no son otra cosa que los

*_condicionales maximales.

Teorema 1.3.24. Sea * una t-norma continua sobre V y sea I un *-preorden

%

V-valuado sobre X, entonces IE* (X1 =L

Demostracion. Si es Te ¥, (X,I), entonces para cada a,be X se verifica
T(a)*I(b/a) < T(b)
luego I(b/a) < I.(T(b)/T(a)). Asi
I(b/a) < inf { I (T(b)/T(a)) / TeXI (X,R) },
y I(b/a) < I (x.n®/a) para cada abeX.

Reciprocamente, de la *-transitividad de I,
I(x/a) * I(y/x) < I(y/a)

sigue I(-/a) € ¥,.(X,R), luego

IZ*(X’I)(b/a) < L(I(b/ayI(a/a)) = L,(I(b/a)/1) = I(b/a).a

Este teorema nos dice que cada preorden es el condicional méximal
respecto a la familia de sus estados ldgicos. Dicho teorema puede ser

generalizado al siguiente:

Teorema 1.3.25. Sea * una t-norma continua sobre V y sea R una relacion

V-valuada sobre X, entonces Ig (X.R) = th(*), siendo R"™ la clausura

reflexiva y *-transitiva de R.
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Lema 1.3.26. Sea * una t-norma continua y sean Ly 3 dos familias de

subconjuntos V-valuados de X tales que I, € %, entonces I%; < Ig

2 "1
Demostracion. Inmediata.m
Demostraciéon del teorema 1.3.25. En primer lugar observemos que R" es

el menor *-preorden que conenga a I. Sea I un *-preorden V-valuado que
contenga a R, es decir tal que
R(b/a) < I(b/a) para cada a,be X.
Por la proposicién 1.3.8
LX) € T(XR)

y por el lema 1.3.26

L. xR = L.

luego Ig (X.I) es un *-preorden V-valuado contenido en cualquier otro

*-preorden V-valuado que contenga a R.m

Observacion 1.3.27. Si ¥ es una familia de subconjuntos V-valuados de X y *

es una t-norma continua sobre V, entonces el mayor *-I-condicional es IT,

verificandose para cada TeZy,
& &
<
IE < IT.
Reciprocamente, si (X,R) es una estructura relacional V-valuada, para
cada subconjunto de *-estados logicos ¥ < Y.(X,R), se verifica

R<I gy <l

convirtiendose la primera desigualdad en igualdad cuando y solo cuando R

sea un *-preorden.

Ejemplo 1.3.28. Dada un éalgebra de Boole probabilizada (X,p), y puesto que

p es un W-estado 16gico de (X,IP) e Ip es un W preorden, tenemos que:
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w
I =1 <1,
P ITWwXlIp) T p

donde

Ivg(b/a) = Min(1,1-p(a)+p(b)).

Ejemplo 1.3.29. Dada un éalgebra de Boole probabilizada (X,p), y puesto que
p es un Il-estado 16gico de (X+,p*), pero no es un II-preorden, tenemos

x 1

p o<1 it

k S ,
donde Ig(b/a) —lsip@=0y

II;(b/a) = Min(1,p(b)/p(a)) si p(a)>0.

Ejemplo 1.3.30. Dada una medida de necesidad sobre X, N: X ——— [0,1],
como N es un *-estado ldégico de (X,RN) para cualquier para cualquier

t-norma *, se verifica que:

%

R,.; <

N =Ry =

N

Ejemplo 1.3.31. Dado T: X ——— [0,1], como T es un W-estado légico para
(X,RT) y para (X,RT) (que no son W-predrdenes), tenemos:

\\ W

R <1
T wXRp) =T,

T<I

T

W W
R™ <1y

<1 ,W(X,RT) <Ip

Por otro lado, al ser T un *-estado ldogico de (X,R%) para cualquier

t-norma *, pero no (*-preorden), tenemos

s

M } ES
Ry = IE*(X,Rl,\F/[) < Ip.

Estos tltimos resultados pueden ser considerados como una justificacion
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tedrica para el amplio uso en Razonamiento Aproximado de los predrdenes I

T >
11 Min . . . ,
T ¢ Ip . como acotaciones superiores de las (funcionalmente) mads

complicadas relaciones que dan lugar a los anteriores ejemplos.

I I

Observacion 1.3.32. El M-condicional material no determina de forma univoca
la familia de los M-estados l6gicos. Para comprobarlo, obsérvese que si la
familia de estados es cldsica (solo toma valores en O y 1), entonces el

condicional material coincide con la implicaciéon material.



CAPITULO II:

MODELOS RELACIONALES DE LOGICA
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1. Introduccion.

Desde un punto de vista abstracto [15,55] se define una ldgica sobre un

conjunto de proposiciones X como un operador de consecuencias sobre X.

Definicién. Se define un operador de consecuencias sobre un conjunto no
vacio X como una aplicacion
C: PX)-H{D } —— PX)-{D },
verificando las siguientes tres condiciones:
Cl) A ¢ C(A), para cada ACX;
C2) C(C(A)) = C(A), para cada AcCX;
C3) Si A ¢ B c X, entonces C(A) ¢ C(B), para cada A,.B c X;
donde P(X) representa la clase de las partes de X. Escribiremos C(a) en

lugar de C({a}).

Usualmente, a los operadores de consecuencias se les exige una cuarta
propiedad, la propiedad de finitud [17,18]:
C4) Para cada ae C(A) existe un subconjunto finito BCA tal que ae C(B),
que se traduciria en: "todo lo que sea consecuencia de las premisas A lo es
también de wun subconjunto finito de premisas”". A los operadores de
consecuencias que verifiquen esta cuarta propiedad los llamaremos
operadores de consecuencias finitos (finitos, finitarios y compacidad son
tres calificativos de los operadores de consecuencias cuyo significado

permuta de unos autores a otros).

El operador de consecuencias que define una légica suele ser explicitado
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mediante alguno, o los dos, siguientes procedimientos [19,34]:

a) Mediante una semdntica, construida a través del siguiente proceso:
Dado un conjunto de valoraciones Val sobre el conjunto de los valores V (V
serd un reticulo completo),
Valc {T: X ——> V },
se define el operador CSem(Val) por:

xe X es consecuencia de AcX < T(x) = 1 para cada TeVal tal que T(A) = {1}.

b) Mediante una sintaxis de demostracion, construida a través del siguiente
proceso:
Dado un conjunto 4cX de axiomas y un conjunto R de reglas de inferencia
[60],

R c { (A,a) / AcX es finito y ae X },
(el par (A,x) se lee "si se dan las premisas A, entonces se puede deducir
a"); se define el operador CSint( 4.R) por:
xeX es consecuencia de AcX si y solo si 3 una sucesiéon finita
(demostracién) {xl,xz,...,xn:x} c X tal que se verifique para cada i=1..n:

1B c AU{Xl"“’XH} con (B,xi)e R.

Con el objetivo de modelizar los sistemas légicos multivaluados, Pavelka
[51] introdujo la nocién de Operador de Consecuencias V-valuadas (VCO). En
un VCO cada conjunto de premisas puede ser visto como un subconjunto
V-valuado de X, siendo V el reticulo completo de los valores de verdad; asi

A(a) representa el valor de verdad de a en el conjunto de premisas A,

Definicién . Se define un operador de consecuencias V-valuadas sobre X como
una aplicacién C: [PV(X)—{Q } PV(X)—{@ }, verificando

Cl’) A « C@A), vV A « X.

C2’) Si A « B« X, entonces C(A) « C(B).
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C3’) C(C(A)) = C(A), vV A « X.
donde PV(X) representa la clase de los subconjuntos V-valuados de X y «
representa la relacién de inclusion sobre [PV(X),

A «B & A(a) £ B(a) VaeX.

Ahora, el axioma de finitud presenta la expresion:
C4) V A « X, VxeX, existe un subconjuto V-valuado de A con soporte

finito B « A, tal que C(A)(x) < C(B)(x),

Ademas, Pavelka [51,52] construyé6 los andlogos a los operadores de

consecuencias sinticticos y semdanticos:

a) Semdntico: Dado un conjunto de valoraciones Val sobre el reticulo
completo de los valores légicos V,
Valc {T: X ——> V },

se define el operador CSem(Val) por:

C JA) = { TeVal /A «T ).

Sem(Val

b) Sintictico: Dado un conjunto 4=X de axiomas,
d: X — V

y un conjunto R de reglas de inferencia [33],

R < { (A,a,v) / A « X con soporte finito, ac X y veV },
siendo la terna (A,a,v) leida como "si se dan las premisas A, entonces se
puede deducir a con valor de verdad v"; se define el operador CSint( 4.R)
por:
xe X es consecuencia de A«X con valor de verdad al menos v si y solo si 3

una  sucesiéon  finita  (demostracion) {(XI,VI),(XZ,VZ),...,(X V) € X tal
n n

que X = X, v = v y tal que se verifique para cada i=1..n:
n n

dB « Au{x /v x /v ,.,x /v. } con Vv >2v con (B,x,vV)ER.
1 172 2 i-1 -1 i i i
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Asi,

C )(A)(x) = sup { veV / x es consecuencia de A con valor al menos v }.

Sint(4,R

En la IA. so6lo la explicitacion sintictica de wun operador de
consecuencias es utilizada, pues es la tnica que incorpora un procedimiento
de deduccion. No obstante, cada sistema légico suele ser definido en base a
modelos de reglas de inferencia y a modelos de axiomas diferentes, lo que

dificulta en gran medida su implementacion.

Es por ello que nos planteamos el buscar una forma universal de
explicitar sintdcticamente un operador de consecuencias. En el capitulo I
hemos indicado que si * es una t-norma sobre V, los *-preérdenes son los
condicionales materiales sobre X. En este capitulo, demostraremos que sin
mds que exigir la existencia de un conectivo "y" sobre X,

Al XX — X,
el *-condicional material determina de forma univoca las ldogicas que

verifiquen una cierta propiedad de finitud con repecto al conectivo A.

En la secciéon 2 abordaremos el caso bivaluado. Demostraremos que sin
mds que exigir que la logica tenga incorporada una operacién A verificando

las propiedades:

Al) Si es acC(B) y es be C(B), es anbe C(B);
A2) acC({anb}) y be C({anb}), para cualesquiera a,be X;

podemos asegurar que:

" - VI o .

si C puede ser explicitado sinticticamente, lo es utilizando como axiomas
un conjunto apropiado de implicaciones légicas y el Modus Ponens como tnica

regla de inferencia".

Mas concretamente, demostramos que si un operador de consecuencias C es
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finito (condiciébn necesaria para poder ser explicitado sinticticamente),
entonces existe un preorden R sobre X para el cual A es una operacion

infimo y tal que C = C;, siendo
C;(A) =4 xeX/ Elal,az,...,aneA tal que (al/\azA.../\an)Rx b,

es decir, C es el operador de consecuencias sintdcticas utilizando como
axiomas 4 = { a=b / aRb } y como unica regla de inferencia el Modus

Ponens:

R={({a, a,..., a, anaA.na=x}, x)/a,,..,a,xeX }.
1 2 n 1 2 n 17 2 n

En la tercera seccion comprobaremos que algunos de los conceptos de
consecuencias aproximadas que son utilizados en muchos sistemas de
razonamiento aproximado [32,65] son modelizables como operadores de
consecuencias cldsicos, y pertenecen por tanto mds al razonamiento

deductivo que al razonamiento aproximado propiamente dicho.

En la seccién cuarta, utilizando una t-norma * sobre V para modelizar
funcionalmente el conectivo "y", demostraremos para las  ldgicas
multivaluadas un resultado andlogo al demostrado en la secciébn 2 para las

l6gicas bivaluadas. Sin mas que exigir que la ldgica tenga incorporada una

operacion A verificando las propiedades:

Al’)  C(A)@)*C(A)b) < C(A)anb), VA« X y VabeX.
A2)  C{anb})(a) = Carbh)(b) = 1, V¥ abeX.

podemos asegurar que:

"si C verifica la condicién de A-finitud
A-FN) C(A)(x) = sup { A({al/\.../\an})*C(al/\.../\an)(x) / neNn, al,...,aneX 1,

entonces C puede ser explicitado utilizando como axiomas un conjunto

apropiado de implicaciones légicas y el *-Modus Ponens como tnica regla de
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inferencia".

Mis concretamente, demostraremos que si un operador de consecuencias
V-valuadas, C, es A-finito, entonces existe un preorden V-valuado, R, sobre

X para el cual A es una operacién infimo tal que C = C’, donde
T

CAX) = sup A({al/\.../\a })*R(x/al/\.../\a)
3 al,..., an€ X " "

es decir C es el operador de consecuencias sintacticas utilizando como
axiomas 4 = { a=b/R(b/a) / abe X } y como tnica regla de inferencia el
*-Modus Ponens:

R ={ regla(x/al/\az/\../\an) / neN, al,...,aneX }
siendo regla(x/al/\az/\../\an) la regla:

({ a A.Ad v, a AdA..A2 :>x/R(x/a1/\.../\a) booXx, V*R(x/al/\.../\a) ).
n n n n
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2. Modelos relacionales de légica bivaluada.

En los afios 20 Alfred Tarski [71,76] introdujo la nocién general de
operador de consecuencias, siendo esta universalmente aceptada [27,55] como

el modelo abstracto de la nocidon de consecuencia mondtona.

Definicién I1.2.1. Se define un operador de consecuencias sobre un conjunto
no vacio X como una aplicacién
C: PX)HD } —— PX)-{D },
verificando las siguientes tres condiciones:
Cl) A < C(A), para cada ACX;
C2) C(C(A)) = C(A), para cada AcCX;
C3) Si A ¢ B c X, entonces C(A) ¢ C(B), para cada A,.B c X;
donde P(X) representa la clase de las partes de X. Escribiremos C(a) en

lugar de C({a}).

Usualmente, a los operadores de consecuencias se les exige una cuarta
propiedad, la propiedad de finitud [55]:
C4) Para cada ae C(A) existe un subconjunto finito BCA tal que ae C(B),
que se traduciria en: "todo lo que sea consecuencia de las premisas A lo es
también de un subconjunto finito de premisas”". A los operadores de
consecuencias que verifiquen esta cuarta propiedad los llamaremos

operadores de consecuencias finitos.

Intuitivamente, C(A) representa el conjunto de todas las consecuencias
de las premisas A. Asi, podemos decir que ac X es consecuencia de beX si y

solo si ae C(b).

Vamos a demostrar que los predrdenes son relaciones de consecuencias,

puesto que definen un operador de consecuencias. Ademds, demostraremos que
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los operadores de consecuencias finitos con una conectiva légica "y" son el
mismo concepto que los predrdenes para los que dicha operacién sea un

infimo.

Comenzaremos por algunas definiciones previas:

Definicién 1I1.2.2. Si (X,R) es un conjunto preordenado, una operacion
binaria, asociativa y conmutativa, A, sobre X, se dice una operaciéon "y"
respecto a R, si se verifica

Va,beX; anb es un infimo de {a,b}.
A la terna (X,R,A) la llamaremos un conjunto y-preordenado.
Un morfismo entre dos conjuntos y-preordenados, (X,R,A) e (Y,S,:), es una

aplicacion f de X en Y tal que f es un morfismo de conjuntos preordenados y

que respete la operacion f(aab) = f(a):f(b).

Evidentemente, los conjuntos y-preordenados, con estos morfismos, forman
una categoria, categoria que denotaremos CYP, donde la composicion es la
composicion de aplicaciones y las identidades son las aplicaciones

identidad.

Definicién 11.2.3. Sea C un operador de consecuencias sobre X. Dada una
operacion binaria, asociativa y conmutativa A definida sobre X, se dice que
es y-compatible con C si se verifica

Al) Si es aeC(B) y es be C(B), es aanbe C(B).

A2) acC({anb}) y be C({aab}), para cualesquiera a,be X.

Definicién 11.2.4. A un par (X,C) donde C es un operador de consecuencias

sobre X lo llamaremos una estructura de consecuencias.

Definicion 11.2.5. A una terna (X,C,A) donde (X,C) es una estructura de

consecuencias, C verifica la condicion de finitud, y A es una operacion
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y-compatible con C la llamaremos una estructura de y-consecuencias.

Definiciéon 11.2.6. Un morfismo entre dos estructuras de consecuencias (X,C)
e (Y,C’), es una aplicacion f de X en Y tal que
f(C(A)) c C(f(A)), VACX.

esto es, que lleve consecuencias en consecuencias.

Definicion I1.2.7. Es evidente que las estructuras de consecuencias con
estos morfismos forman una categoria, que denotaremos EC, donde la
composicién coincide con la composicion de aplicaciones y en donde las

identidades son la aplicacién identidad.

Definicién 11.2.8. Un morfismo entre dos estructuras de y-consecuencias es
un morfismo de estructuras de consecuencias que respete la operacion. Con
esta definicion de morfismo las estructuras de y-consecuencias forman una

categoria que denotaremos EYC.

Estas definiciones nos proporcionan las herramientas necesarias para

demostrar el resultado anunciado:

Proposiciéon I1.2.9. Sea X un conjunto y sea R un preorden sobre X. La

aplicacion de P(X)-{< } en si mismo, Cr, definida por
Cr(A) ={ xeX / Jac A tal que aRx }

es un operador de consecuencias de Tarski.

Demostraciéon. A partir de la definicién de Cr se sigue de manera obvia que
AgCr(A) y que si son ACB, entonces Cr(A)gCr(B). Aplicando este ultimo
resultado obtenemos que Cr(A)gCr(Cr(A)). Si xe Cr(Cr(A)), entonces

dbe Cr(A) tal que bRx luego

Jdae A tal que aRb y bRx
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y aplicando la propiedad transitiva llegamos a que xe Cr(A).-.

Proposiciéon 11.2.10. Sea X un conjunto no vacio y sea C un operador de
consecuencias de Tarski sobre X. La relacién binaria RC definida por
aRCb si y solo si be C(a)

es un preorden sobre X.

Demostracion. La propiedad reflexiva es inmediata a partir de AcCC(A). Por
otra parte si son aRCX y XRCb, entonces xeC(a) y beC(x), luego

be C(C(a)) = C(a) y, en consecuencia, aRCb.-

Proposicién 11.2.11. Sea X un conjunto no vacio y sea R un preorden sobre

X. Entonces RC: R.

T

Demostracion. Es aRCb cuando y solo cuando es beC(a), y esto a su vez
T

T

ocurre si y solo si es aRb.m

Obsérvese que si partimos de un operador de consecuencias C, no

necesariamente se da que C = C, puesto que no toda consecuencia de un
T

C

conjunto de premisas tiene por qué ser consecuencia de una sola premisa. Lo
que si es normal exigir, es que toda consecuencia de un conjunto sea
consecuencia de un subconjunto finito suyo (ya que el ser humano solo puede
razonar con un conjunto finito de premisas), lo cual se traduce en que C
verifique la condicién de finitud respecto a la conjuncién. Esto motiva el

siguiente teorema.
Proposiciéon 11.2.12. Sea (X,R,A) un conjunto y-preordenado. La aplicacion
de P(X)-{<J } en si mismo, C;, definida por

C;(A) =4 xeX/ Elal,az,...,aneA tal que aI/\az/\.../\anRx}

verifica que (X,C,A) es una estructura de y-consecuencias.
r
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Demostracion. Por la propiedad reflexiva de R, se deduce que A;C;(A).
Ademas, si son ACB, entonces es evidente por la definiciéon de C; que es
C;(A) c C;(B). Solo resta demostrar que C;(C;(A)) c C;(A) para probar que
C;(C;(A)) = C;(A). Sea xe C;(C;(A)), entonces

Elbl,bz,...,bme C;(A) tal que bl/\bzx\.../\me X
Para cada i=1,2,...,n

b b,,...b' € A tal que bAbA.AD'R b

luego

R 1 L2 2 2
b Ab A..AD" AD“Ab"A..AD” A..ADTAD"A..ADT R X
1 2 n 1 2 n 1 2 n
m

y por tanto xe C;(A).

" "

Es claro que C’ es y-compatible con la operacion "A", y que verifica la
T

condiciéon de finitud por su propia definicién.m

Lema II.2.13. Sea (X,C,A) una estructura de y-consecuencias. Entonces para

cualesquiera a,a,...,2 e X, se cumple
n

C( a,a,...,8 b = C({ a Aa AN )

Demostracion.  Por la parte Al) de la propiedad de ser y-compatible,
{al,az,...,an} c C(al/\azx\../\an), asi

C( a,a,...,8 b < C(C(aI/\az/\../\an)) = C(al/\azx\../\an).

Reciprocamente, por la condiciéon A2) A AAA..A2 € C( a,a .8 by por

tanto es C(aI/\az/\../\an) c C({ a,a,..,a b).m

Proposicion  11.2.14. Sea (X,C,A) una estructura de y-consecuencias.

Entonces, (X,R ,A) es un conjunto y-preordenado.
C

Demostracién. Como acC({a,b}) y be C({a,b}), ac C({anb}) y be C({anb}), asi
es a/\bRCa y es a/\bRCb. Por otra parte, si es dRCa y es dRCb, serd ac C({d})
y be C{d}), luego serd anbe C({d}) y asi dRC(a/\b).-
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Proposiciéon I1.2.15. Sea (X,R,A) un conjunto y-preordenado. Entonces,

R, =R

Demostracion. aR b si y solo si beC’(a), y esto ocurre cuando y solo
C T

T

cuando aRb, puesto que aran.”.AaRa y aRaran.Aa.m

Proposicion  I1.2.16. Sea (X,C,A) wuna estuctura de y-consecuencias.

Entonces, C’ = C.
r

C

Demostracién. Sea xeX, Xe& C; (A) si y solo si Elbl,bz,...,bme A, tal que

Cc

b1/\b2/\"/\mec’X , es decir, xe C({bl/\bzx\../\bm }), pero como
C( bl ’bz"’bm b = C({ b1/\b2/\"/\bm b

y C es finito, esto ocurre cuando y solo cuando xe C(A).m

Proposiciéon 11.2.17. Sean (X,R) e (Y,S) dos conjuntos preordenados. Sea f
una aplicaciéon de X en Y. Si es f un morfismo de conjuntos preordenados,

entonces es un morfismo de estructuras de consecuencias entre (X,C) e
r

(Y,CS).

Demostracion. Sea xe f(Cr(A)), entonces 3 ye Cr(A) tal que f(y)=x, asi serd
aRy para algin acA, luego serd f(a)Sf(y) y, en consecuencia es

x=f(y)e C (f(A)).u

Proposiciéon 1I.2.18. Sean (X,R,A) e (Y,S,:) dos conjuntos y-preordenados.
Sea f un morfismo entre ellos. Entonces f es un morfismo de estructuras de

y-consecuencias entre (X,C,A) e (Y,C,:).
T S

Demostracion. Ya sabemos que preserva la operacion, solo falta pués
demostrar que es un morfismo de operadores de consecuencia. Si es

xef(C;(A)), Elbl,bz,...,bmeA tal que b1Ab2A"Amey con f(y)=x, luego
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(b ):f(b ):..:f(b )SF(y), asi  x = f(y) € C'(f(A)).n

Proposicion 11.2.19. Sean (X,C) e (Y,D) dos estructuras de consecuencias.
Sea f un morfismo entre ambas. Entonces f es un morfismo de conjuntos

preordenados entre (X,RC) e (Y,Rd).

Demostracion.  Si es aRCb, entonces be C({a}), luego f(b)eD({f(a)}), asi es

f(@)R f(b).m

Proposicion  11.2.20.  Sean (X,C,A) e (Y,D,;) dos estructuras de
y-consecuencias, y sea f un morfismo entre ellas. Entonces f es un morfismo

de conjuntos y-preordenados entre (X,RC,.) e (Y,Rd,:).

Demostracién. Como a,be C({anb}), tenemos que f(a),f(b)e D({f(arb)}), luego
f(a):f(b)e D({f(anb)}). Como arbeC({a,b}),

f(aab)e D f(a),f(b) H)=D({ f(a):f(b) ).

Asi farb)R (fa):f(b)) y (f(a):f(b))R f(arb), luego f(anb) es un infimo de
f(a):f(b).m

Podemos resumir la relacién entre los predrdenes y las relaciones de

consecuencias en los dos siguientes teoremas:

Teorema II1.2.21. El funtor entre CP y EC dado por la correspondencia entre

los objetos

(XR) | (X.C)

y la identidad sobre los morfismos es un monomorfismo de categorias, cuyo

funtor (épimorfismo) inverso viene dado por

(X.C) | (X.R)

sobre los objetos, y la identidad sobre los morfismos.

Teorema I11.2.22. El funtor entre CYP y EYP dado por la correspondencia
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entre los objetos

X,RA) b—— (X,C;,/\)
y la identidad sobre los morfismos es un isomorfismo de categorias, cuyo
inverso viene dado por

X,.CA) b——> (X,RC,/\)

sobre los objetos, y la identidad sobre los morfismos.
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3. Preordenes difusos como relaciones de Consecuencias.

En la seccién anterior hemos justificado el uso de los predrdenes como
relaciones esenciales para modelizar las relaciones de consecuencias. En

este vamos a realizar un estudio similar para los predrdenes difusos.

Sea X un conjunto no vacio, sea M una funcién de [0,1]x[0,1] en [O0,1]
tal que M(1,1) = 1 y M(0,0) =0, y sea I un M-preorden difuso sobre X.

Asociados al preorden I, consideramos las siguientes relaciones sobre X:

Definicién II.3.1. Definimos las siguientes relaciones sobre X, para cada
a,be X,
1) al'b  siy solo si I(b/a) > 0;

2) al’b  si y solo si I(b/a) > &;
) ) ) € +
Es evidente que si 0 < € < §, entonces I c I < I'.

Proposiciéon 11.3.2. 1) Si M es positiva, 1" es un preorden.
i1) Si M es creciente y M(g,€) 2 €, 1% es un preorden para cada ee[0,1].

1 .
iii) I' es siempre un preorden.
Demostracion. Trivial.m

Asi, para M-positiva, podemos afirmar que CI+ es un preorden y podremos
decir (en el sentido clidsico de Tarski) que si I(b/a)>0, entonces b es
consecuencia de a. Ello ocurre por ejemplo para M=II, para M=Min y para
cualquier funcién M con Min < M (también para las funciones promedio).
Andlogamente, si M es creciente en ambas variables y M(g,€)=¢€, podremos
decir que si I(b/a)=e, entonces b es consecuencia de a; ello ocurre para
cualquier funcién M creciente con Min<M, en particular para el minimo y

para las funciones promedio. Finalmente, en cualgier caso, podemos decir
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que si I(b/a) = 1, entonces b es consecuencia de a.

Definicién II1.3.3. Dado un aeX, llamaremos el conjunto de las consecuencias

aproximadas a nivel € > 0 al conjunto

C‘;“(A) = { xeX / JaecX ; I(x/a) = ¢ }.

Como consecuencia del teorema anterior, si M es creciente y M(g,€)=€,

entonces CI define un operador de consecuencias cldsico. Asi, la unica
€ . , .

t-norma para la que CI es un operador de consecuencias cldsico es el

minimo, mientras que lo es para cualquier funcién promedio.

+

18 e 1| son

. . 1
Para la t-norma del minimo, las tres relaciones 1,
preérdenes, por tanto en cualquier caso podremos hablar de consecuencias

en el sentido clasico.

+

Para la t-norma del producto, las relaciones I' e I son predrdenes,

por tanto en ambos casos podremos hablar de consecuencias aproximadas.

. . . . 1
Para la t-norma de Lukasiewicz, ninguna de las tres relaciones I, e
+ ot
I" son un preorden, por tanto en ningin caso podremos hablar de

consecuencias en el sentido clasico.
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4. Modelos relacionales de logicas V-valuadas.

Vamos a demostrar, en el marco de la légica V-valuada, un resultado
similar al anteriormente demostrado para el caso bivaluado, esto es, que

cada preorden V-valuado es un operador de consecuencias V-valuadas.

Consideremos un conjunto no vacio X y un reticulo completo V.
Consideraremos asi mismo una t-norma * sobre V fijada. Diremos predrdenes

o

V-valuados sobreentendiendo que deben verificar la propiedad *-transitiva.

En esta seccion vamos a provar que los siguientes dos conceptos
matematicos son equivalentes:
1) Los preérdenes V-valuados que son compatibles con respecto a una
operacion "y",
2) Los operadores de consecuencias V-valuadas verificando una propiedad de

finitud con respecto a dicha operacién "y".

Este resultado justifica el uso de los *-preérdenes V-valuados como
relaciones de consecuencias aproximadas, puesto que estos Sson unos casos

particulares de operadores de consecuencias V-valuadas.

Ademads, como corolario de este resultado, se obtiene que todo VCO que
verifique la condicién de finitud mencionada anteriormente es axiomatizable
utilizando solamente la regla multivaluada del Modus Ponens y un apropiado

conjunto de implicaciones l6gicas como axiomas.

El resultado de la seccion serd la demostracion del siguiente teorema:

Teorema II.4.1. Sea A una operacién binaria, asociativa y conmutativa sobre
X. Los siguientes dos conceptos matemdticos son equivalentes:

1) Los predrdenes V-valuados verificando que A es una operacion infimo:
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I1’)  R(a/anb) = R(b/anb) = 1, VabeX.
12°) R(a/c)*R(b/c) < R(anb/c), V a,b,ce X.
2) Los operadores de consecuencias V-valuadas verificando la condicion
de finitud A-FN),
A-FN) C(A)(x) = sup { A({al/\.../\an})*C(al/\.../\an)(x) / neNn, al,...,aneX 1,
y las condiciones de y-compatibilidad Al) y A2)

Al%) C(A)(a)*C(A)(b) < C(A)(anb), VA« X y VabeX.
A2%) C({anb})(a) = C({anb})(b) = 1, V abeX.

Una consecuencia de este resultado es que cada légica multivaluada
que sea A-finita con respecto al conectivo "y", A (ver Al’ y A2’), es
axiomatizable. Ademads, serd axiomatizable utilizando solamente el Modus

Ponens como regla de inferencia.

4.1. Infimos respecto a un preorden V-valuado.

En primer lugar estudiaremos la nocién de infimo respecto a un
preorden V-valuado puesto que ello nos serd necesario para precisar el

enunciado del teorema y la demostraciéon del mismo.

Definicién 11.4.2. Sea R un preorden V-valuado sobre X. Diremos que i€ X es
un infimo de {a,b} < X con respecto a R si se verifica:

I1’)  R(a/i) = R(b/) = 1.

12’)  R(a/c)*R(blc) < R(i/c), V ceX.

Los siguientes resultados justifican la definicién anteriormente dada.

Proposiciéon 11.4.3. Sea R un preorden V-valuado sobre X. Si i es un infimo
de {a,b} < X con respecto a R, entonces i es un infimo de {a,b} con

respecto a Rl.
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Demostracion. De 11’ sigue iRla e iRlb. Por otro lado, si cha y chb,

entonces R(a/c) = R(b/c) = 1 y asi
1 = 1*1 = R(a/c)*R(b/c) £ R(i/c),

luego, 1 = R(i/c) y cRli.m

Proposicién 11.4.4. Sea R un preorden V-valuado sobre X y supongamos que *
es positiva. Si i es un infimo de {a,b} < X con respecto a R, entonces i es

un infimo de {a,b} con respecto a R

Demostracion. Sea i un infimo de {a,b} < X con respecto a R. De II’, sigue
iR"a y iR"b. Por otro lado, si cR'a y cR'b; entonces R(a/c) > 0y
R(b/c) > 0. Como * es positiva, de 12’ sigue

0 < R(a/c)*R(b/c) < R(i/c),

luego, 0 < R(i/c) y cR'i.m

Definicién I1.4.5. Sea R un preorden V-valuado sobre X. Dos elementos a,be X

se dicen equivalentea si 'y solo si
V ceX, R(c/a) = R(c/b) y R(a/c) = R(b/c)

Observar que a,be X serdn equivalentes cuando y solo cuando
R(b/a) = R(a/b) =1 (E)
En efecto. Si se verifica (E), entonces para cada ceX:
R(c/b) = R(c/a) * R(a/b) = R(c/a) * 1 = R(c/a) y
R(c/a) = R(c/b) * R(b/a) = R(c/b) * 1 = R(c/b),
asi R(c/a) = R(c/b). Por otro lado,
R(b/c) = R(b/a) * R(a/c) = 1 * R(a/c) = R(a/c) y
R(a/c) = R(a/b) * R(b/c) = 1 * R(b/c) = R(blc),
luego R(a/c) = R(b/c).
Reciprocamente, si R(c/a) = R(c/b) y R(a/c) = R b/c), para cada ceX,

entonces R(b/a) = R(b/b) =1 y R(a/b) = R(a/a) = 1.
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Proposicion 11.4.6: Equivalencia de infimos.

9

Sea R un preorden V-valuado sobre X. Si i e 1 son dos infimos de
{a,b} < X, ambos son equivalentes, esto es,

R(/i") = R@(/) = 1.

Demostracion. De 12’ sigue
R(i/1") = R@1’)*R(b/1’) = 1*1 =1

y asi, R(@/1’)=1. Un razonamiento andlogo prueba R(i’/i)=1.o

Proposicion 11.4.7: Monotonicidad de los infimos.
Sea R un preorden V-valuado sobre X. Si i e 1’ son infimos de {ab} y de
{a’,b’} respectivamente, entonces

R(a’/a) * R(b’/b) < RG’A).

Demostracion. De 12°

R@’/i) > R@/i)*R(b’/i) >
de P2 > R(a’/a)*R(a/i)*R(b’/b)*R(b/i)=
= R(a’/a)*R(b’/b) by I1’.m

4.2. Operaciones '"y" relativas a un preorden V-valuado.

En esta seccion aplicaremos los infimos para modelizar el conectivo

n_.n

l6gico "y" como es habitualmente hecho en el caso bivaluado [1].

Definicién 1[I.4.8. Diremos que wuna operaciéon binaria, conmutativa Yy
asociativa sobre X, A, es una openacion "y" con respecto a un *-preorden
difuso R, si se verifica:

V abeX: anb es un infimo de {ab},

en cuyo caso R serd llamado un y-preorden V-valuado.

Proposicion 11.4.9. Sea R wun preorden V-valuado. Si se verifica la
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condicion
R(b/a) =1 siy solo si a<b, YV abeX,

n_n

la dnica operacién "y" es el minimo.

Demostracion. Como R(b/a) =1 si y solo si a<b, de R(a/anb) = R(b/anb) = 1,
sigue anb<Min{a,b}. Por otro lado, como R(a/c)*R(b/c)<R(anb/c), VceX;
cuando sea c<a y c<b, se obtiene R(aab/c) = 1; luego anb es mayor que c
para todo c tal que c<a y c<b y asi, anb = Min{ab}. Reciprocamente, por el
mismo razonamiento anterior es evidente que el minimo es una

n_n

y"-operacion.m

Este resultado es coherente con aquél demostrado en [79] de que el minimo

es la unica posible V-valoracion del conectivo "y" que toma valores

distintos de 0 y 1.

4.3. Operadores de consecuencias V-valuadas.

En esta seccién, siguiendo la definicion de Pavelka [51,52,53],
extenderemos la nocién general de operador de consecuencias para obtener

una nocién de consecuencias aproximadas.

Definicién 11.4.10. Se define un operador de consecuencias V-valuadas sobre
X como una aplicacién
C: P (XD } —— P XD },

verificando

Cl’) A « C@A), V A« X.

C2’) Si A « B « X, entonces C(A) « C(B).

C3’) C(CA)) = CA), vV A «X.

Si A « C(B) diremos que A son consecuencias aproximadas de las

premisas B.
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En lo que sigue, escribiremos C(a) en lugar de C({a}).

Definicién 11.4.11. Se define el soporte de un subconjunto V-valuado A de X

como support(A) = { xeX ; A(x) > 0 }.

Ahora, el axioma de finitud presenta la expresion:
C4’) V A« X, V xeX, existe un subconjuto con soporte finito

B « A, tal que C(A)x) < C(B)(x),

Definicion 11.4.12. Diremos que una operacion binaria, conmutativa y
asociativa sobre X, A, es '"y"-compatible con respecto a un operador de
consecuencias V-valuadas C si se verifica:

Al)  C(A)@)*C(A)Db) < C(A)(anb), VA« X y VabeX.
A2)  C(anrbh(a) = CHarbl)(b) = 1, V¥ abeX.

Obsérvese que la nocién de operador de consecuencias V-valuadas, el

n_n

axioma de finitud y los axiomas de "y"-compatibilidad son generalizaciones

de estos conceptos para el caso bivaluado:
Proposicién 11.4.13. Sea C un operador de consecuencias V-valuadas sobre X.
Entonces,
i) La restriccion de C a P(X)-{QD }, C|[P(X)— (D) definida por
ae C|[P(X)—®(A) st ysolosi C(A)a) =1, VaeX,6V ACX,
es un operador de consecuencias en el sentido de Tarski.
i1) Si C satisface el axioma de finitud, C|[P(X)— (D) también lo satisface.

n_.n

i) Si A es una operacion "y"-compatible para C, entonces es una

operacion "y"-compatible para C|D°(X)— (@) -

Demostracion. 1) Las propiedades Cl1, C2 y C3 para C|D°(X)— (D) se siguen
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obviamente de C1°, C2’ and C3’ for C.

i1) Asumamos que C verifica C4’. Sea A un subconjunto de X y supongamos que

a€C|[P(X)— {@}(A), entonces existe B « A tal que 1 < C(A)(a) < C(B)(a). Sea
B’= { acA ; B(a) > 0 }. Entonces B « B’, support(B’) = support(B), y
1 = C(B)(a) < C(B’)a),

siendo B’ finito. Por tanto, para cad a€C|[P(X)— {@}(A) existe un subconjunto
finito de A, B’, tal que a€C|[P(X)— {@}(B ), lo que prueba C4 para
“lreo-(2)
ii1) Supongamos que C verifica las condiciones Al y A2. Sea {ab}cX.
De A2, sigue {ab} c C|[P(X)—{®}(a/\b); luego

C1pe0-12) 122D < Clp)-(2)Clp0-12) ) = Clp0)-12) @40
Reciprocamente, como ac {a,b} y be{a,b}, de Al sigue

1 = 1*1 = C({a,b})(@)*C({a,b})(b) < C({a,b})(anb).

Asi, anb € C|[P(X)—{®}({a’b}) y C|[P(X)—{@}({a/\b}) = C|P(X)—{@}({a’b})'

Consiguientemente, C|D°(X)— (D) verifica A).m

4.4. Relacion entre Predrdenes V-valuados y VCOs.

Estableceremos en este apartado que un preorden V-valuado puede ser
considerado como un VCO vy asi, la clase de los predrdenes V-valuados se

puede ver como una subclase de los VCOs.

Podemos asociar un VCO a cada preorden V-valuado utilizando la regla
del Modus Ponens. Asi, el grado C(A)(x) en que un elemento x es
consecuencia de un conjunto V-valuado de premisas A (A(a)eV representa la
validez de la premisa a) se obtiene como el minimo que satisfaga la

ecuacion de Modus Ponens (MP), es decir
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CAXX) = sup A(a)*R(x/a).

Proposicion I1.4.14. Sea R un preorden V-valuado sobre X. La aplicacién
C:P XD} —— P XD}
definida por
Cr(A)(x) = sup A(a)*R(x/a), Vxe X.

es un VCO. Obsérvese que Cr es la transformada légica de A [76], o sea, el

*-sup producto relacional de A y R.

Demostracion. De la definicion de Cr se sigue obviamente A« Cr(A), V A«X,
y Cr(A)« Cr(B) si A« B. Aplicando otra vez este ultimo resultado,
tenemos Cr(A)« Cr(Cr(A)). Sea xe X, entonces
C(C(ANX) = spp C(A)DI*R(x/b) =

= sup sup A(c)*R(b/c)*R(x/b) <

< sup sup A(c)*R(x/c) =

= sup A(c)*R(x/c) = C(A)(X).
asi Cr(Cr(A)) = Cr(A).-

Definicion 11.4.15. Sea C un VCO sobre X. Definimos la relacion V-valuada
RC por
Rc(b/a) = C(a)(b). (ED)

Como
Rc(x/a)*RC(b/x) = C(a)(x)*C(x)(b),
para que RC fuese un preorden V-valuado, C deberia verificar
C@)(x)*C(x)(b) = C(a)(b).
Esta condicién se generaliza en la condicion de coherencia:

C5)  AM*C)(x) < C(A)(x), VA« X, V b,xeX.

Un VCO que verifica esta condicién serd llamado un VCO coherente.
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Este quinto axioma es una condicién de coherencia en el sentido de que
si X es una consecuencia aproximada de un conjunto V-valuado de premisas A,
entonces deberd de existir una relacién entre: a) el grado en que x es una
consecuencia de A y b) el grado en que, simultineamente, x es una
consecuencia de cada hecho de A y cada uno de estos hechos son miembros de

A.

Notese que los operadores de consecuencias de Tarski verifican

trivialmente esta condicion de coherencia.

Proposicién 11.4.16. Si R es un preorden V-valuado sobre X, Cr es un VCO

coherente.

Demostraciéon. Es claro que
Cr(x)(b) = R(b/x).
luego, Cr(A)(x) > A(b)*Cr(b)(x).-

Proposicién 11.4.17. Sea C un VCO coherente sobre X. La relaciéon V-valuada
Rc(b/a) = C(a)(b)

es un preorden V-valuado sobre X.

Demostraciéon.  Las  propiedades reflexiva y  transitiva se  deducen
directamente de A« C(A) y C(C(A)) = C(A), respectivamente. Por otra parte,
usando C5, obtenemos

R (x/a)*R (b/x) = C(a)(x)*C(x)(b) < C(C(a))(b) = C(a)(b) =
= R (b/a).u

Proposicién 11.4.18. Sea R un preorden V-valuado sobre X. Entonces RC: R.

T

Demostracion. RC (b/a) = Cr(a)(b) = R(b/a).m

T

Obsérvese que si C es un VCO coherente sobre X, no siempre se verifica
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C = C, ya que no es siempre el caso de que el grado de consecuencia de un
T

C

hecho sea obtenido desde una sola premisa. Sin embargo, siempre se verifica
que

vV A « X, Cr (A) « C(A),

Cc

ya que de A(b)* C(b)(x) < C(A)(x), Vb,xe X, sigue

C (A)(x) = sup A(b)* R (x/b) = sup A(b)* C(b)(x) < C(A)X).

C

En consecuencia, la aplicacion de la clase de los predrdenes
V-valuados en la clase de los VCOs coherentes definida por
R s Cr

es inyectiva.

4.5. El caso finitista.

Definicién 1I1.4.19. Sea A una operacion binaria, asociativa y commutativa.
Un VCO, C, serd llamado A-finito cuando para cada xe X, se satisfaga:

FN) C(A)(x) = sup { A({aI/\.../\an})*C(aI/\.../\an)(x) / nen, al,...,aneX }.

La condicién FN) puede ser traducida por: "X es consecuencia de A en
el midximo grado en que, simultineamente, X sea consecuencia de un conjunto

finito de premisas y estas premisas esten en A".

Observacion 11.4.20. La condicion de ser A-finito es una generalizacion de

la condicion de coherencia.

n_.n

Ahora, dada una operaciéon "y", A, un VCO tal que A es "y"-compatible

no.n

serd asociado a cada preorden para el cual A sea una operaciéon "y".

Proposiciéon 11.4.21. Sea R un preorden V-valuado sobre X y sea A una

n_.n

operacion "y" con respecto a R. La aplicacion

C:P (XD} — P (X)rD ),
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definida por

C;(A)(x) = sup A({al/\.../\an})*R(x/al/\.../\an)
al,...,an€EF

es un VCO A-finito.

Demostracion. Aplicando la propiedad reflexiva de R se obtiene A« C;(A).
Ademads, si A« B, de la definicion de C; sigue C;(A)« C;(B). Solo resta
demostrar C;(C;(A))« C;(A) para concluir C;(C;(A)):C;(A). Sea xe X, entonces

C;(C;(A))(x) = sup C;(A)({al/\.../\an})*R(x/al/\.../\an), y como

al,...,an

C;(A)({al/\.../\an})*R(x/al/\.../\an) =

= sup A({bl/\.../\bm})*R(al/\.../\an/bl/\.../\bm)*R(x/alA.../\an)

bl,..., bm
< sup A({b A.Ab DR/ ALAD ) < C(A)X),
bl,..., bm

se tiene C;(C;(A))(x) < C;(A)(x), para cada xe X.

Por otro lado, es claro que C;(a)(b) = R(b/a). Asi, Cr(A)(x) >

2 A(b)*Cr(b)(X). La condiciéon de ser A-finito se deduce de la definicién de

Cr’. Para probar la "y"-compatibilidad, consideremos abe X. De II’

sigue A2’, y como

A({al/\.../\an})*R(/al/\.../\an)*A({al/\.../\an})*R(b/al/\.../\an)s
SA({al/\.../\an})*R(a/\b/al/\.../\an), de 12°,

se concluye Al .m
El resultado que deseamos probar es
Teorema 11.4.22. Las dos aplicaciones

R C .y

T

C R

C

establecen una biyeccion entre los predrdenes V-valuados para los que A es
una operacion "y" y los VCOs A-finitos. Esto es:
1. Si R es un A-preorden V-valuado, entonces C’ es A-finito.

T

2. Si C es A-finito, entonces R es un A-preorden V-valuado.
C
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Para concluir la demostraciéon del teorema solo nos resta probar 2 y 3:

n_n

Lema 11.4.23. Sea C un VCO y sea A una operacion "y"-compatible. Entonces

para cualesquiera a,..,2 € X, se verifica
n

C( RN b = C({ AT b).

Demostracion. De A2, sigue {al,...,an} « C(al/\.../\an); asi
C( a,...a b « C(C(al/\.../\an)) = C(al/\.../\an).
Reciprocamente, de Al, sigue {al/\.../\an} « C({ a,..a b,

luego C(aI/\.../\an)« C( al,...,an}).-

Lema I1.4.24. Si C es un VCO coherente y A es una operacion "y"-compatible,

n_n

A es una operaciéon "y" con respecto a R .
C

Demostracion. Para demostrar 11°, observemos que
Rc(a/a/\b) = C(anb)(a) =I.
Andlogamente Rc(b/a/\b) = 1. Por otro lado, de Rc(a/\b/c) = C(c)(anb) =

> C(c)(@)*C(c)(b) = Rc(a/c)*RC(b/c), se concluye 12’.m

n_n

Lema II1.4.25. Si R es un preorden V-valuado y A es una operacién "y" con

respecto a R, entonces R =R.
C

T

Demostracion. RC,(b/a) = C;(a)(b) = R(b/a).m

T

Lema I1.4.26. Si C es un VCO A-finito, entonces C; =C.

C

Demostracion. Sea xe X, de la definiciéon de C’ sigue,
C; (A)(x) = sup A({al/\.../\an})*Rc(x/alx\.../\an) =

al,. ,an

1l
2]
[
)

A({ aI/\.../\an})*C(aI/\.../\an)(x). Puesto que
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C( RN H=C({ a A..Ad )
y C es A-finito, concluimos C(A)(x) < C; (A)(X)m

Con este lema concluimos la demostraciéon de teorema.

5. Conclusion.

La conclusion de este capitulo es triple:

a) Los preérdenes son una estructura lo suficientemente general como para
modelizar cualquier sistema logico bivaluado que contenga un conectivo "y"
verificando las mds elementales propiedades logicas. Esta modelizacion
presenta la virtud de que tanto los axiomas como las reglas de inferencia
poseen un caracter uniforme, los axiomas serdn siempre reglas del tipo
si-entonces y la tnica regla de inferencia a utilizar es el Modus Ponens.
Por tanto, para implementar un sistema légico cualquiera bastaria con
implementar una apropiada base de reglas del tipo si-entonces y la regla de

inferencia del Modus Ponens. La dificultad consiste en encontrar cuales

serdn esas apropiadas bases de reglas.

b) Algunos esquemas de razonamiento considerados como aproximados se
enmarcan dentro del razonamiento puramente deductivo en el sentido clasico

de Tarski.

c) Los *-preérdenes V-valuados son wuna estructura lo suficientemente
general como para modelizar muchos sistemas 16gicos multivaluados,
concretamente aquellos sistemas que posean un conectivo "y", A, y sean
A-finitos. Asi, implementando solamente reglas del tipo
si-entonces-con-certeza y la regla del *-Modus Ponens podremos implementar

todos estos sistemas de razonamiento.



CAPITULO II1:

MODELOS RETICULARES DE LOGICA
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1. Introduccion.

En el capitulo II hemos comprobado que los conjuntos y-preordenados
(P,£,A) modelizan las légicas finitas ¢ (definidas como un operador de
consecuencias © 2) que posean un conectivo "y" (representado por A) y que
verifiquen la propiedad

€,(tns) = B,({rs));
propiedad que puede ser entendida como

rAs es verdad si 'y solo si ry s lo son.

En este capitulo vamos a estudiar mds a fondo estos modelos para las
l16gicas bivaluadas. Incorporaremos otras conectivas logicas:

- La negacién, N: P ——— P, N(r) = r’,

- La disjuncién, v: P ——— P, v(r,s) = rvs,

y el conjunto de las verdades logicas T.

Las propiedades que exigiremos a la negacion N serd la de ser una
negacion intuicionista:

nl) para cualesquiera r,s en P, r<s implica §'<r’.

n2) para cualquier r en P, r<r’’,
mientras que exigiremos que T sea cerrado por Modus Ponens (una v-parte) y
que no contenga contradiciones (a y a’ no pertenezcan simultineamente a T).
Las propiedades de v serdn las duales de las de A, es decir:

dl) Ser una operacién supremo,

d2) rvs es falso si y solo si r y s lo son.
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Podemos cifrar el objetivo de este capitulo el estudio de las
estructuras del tipo (PN, T,A,V) verificando las propiedades

anteriormente mencionadas.

Con objeto de obtener resultados lo mds generales posible haremos un
estudio gradual de tales estructuras. En la seccion 2 estudiaremos las
propiedades de las ternas (P, <,N), estudiando en la seccién 3 los conceptos

l6gicos asociados a ellas: la contradiccién y la inconsistencia.

En la secciéon cuarta definiremos wuna légica como wuna estructura
matemdtica que posea una sub-estructura del tipo (P,<N,T) siendo T wuna
v-parte consistente de (P,<,N). Comprobaremos que esta definicion incluye
los sistemas l6gicos usuales, incluyendo las légicas polivalentes. Ademads,
estudiaremos los razonamientos por contradiccion y por reducciéon al absurdo
en estos modelos de logica, para terminar la seccion con el estudio de la
completitud, demostrando el teorema de completitud: una ldgica sobre un
conjunto finito de proposiciones admite una extension completa si y solo si

el reticulo de las proposiciones admite la l6gica de la contradiccidn.

Finalmente, en la seccion 5 definiremos los conceptos generales de
conjunciéon y disjunciéon en una ldégica, estudiando las mds usuales leyes
l6gicas relativas a ellas: el principio del tercero excluido, el principio
de no contradicciéon y las leyes del Modus Ponendo Tollens y del Modus
Tollendo Ponens. Para terminar, estudiaremos las distintas construcciones
del conectivo de implicacion a partir de las otras conectivas, demostrando

que estan ordenadas en forma de cadena.



MODELOS RETICULARES DE LOGICA 89

2. Negaciones sobre un conjunto preordenado.

2.1. Definicion y ejemplos de negaciones.

Sea (P,<) un conjunto preordenado. Pensaremos en P como un conjunto de
proposiciones y en < como la relacion de implicacién entre ellas. Asi, r<s
se traduce por "r implica s". De acuerdo a esta interpretaciéon realizamos

la siguiente definicion:

Definicion 1III.2.1. (i) Se define una negacion N sobre (P,<) como una
aplicacién N:P —— P, N(r)=r’, verificando la siguiente propiedad:

nl) para cualesquiera r,s en P, r<s implica s’<r’.
(i1) En el caso de que N verifique también

n2) para cualquier r en P, r<r’’,
diremos que la negacion es intuicionista o débil, y si ademas verifica

n3) para cualquier r en P, r’’<r.
diremos que N es una negacion fuerte sobre (P,<).
(1) Si N es una negacién intuicionista sobre un conjunto preordenado
(P,S), la terna (P,<N) serd llamada un conjunto preordenado intuicionista,
y si (P,) es un reticulo (con respecto a las operaciones supremo, +, €
infimo, .) y N es una negacién intuicionista sobre ¢él, diremos que
(P,£,+,.,N) es un reticulo intuicionista [*].
(iv) Maés generalmente, si @ = (P,¥) es un dlgebra sobre P y Ne% es una
negacién intuicionista sobre P, diremos que (P,¥<N) es un dlgebra

intuicionista.

Nota III.2.2. De acuerdo a la interpretacion de (P,<), una negacién se

entiende como un modelo para el conectivo de negacion sobre P, de forma que

r’ se traduce por "no r".
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Nota III.2.3. Las negaciones sobre un conjunto parcialmente ordenado fueron

definidas por Sales como una aplicacion N verificando ni1 y mn2, habiendo
sido estudiadas por el propio Sales, Pla, Esteva, Domingo y Trillas
[23,24,26,74], entre otros. Nosotros hemos extendido la definicion a los
conjuntos preordenados para poder considerar casos en que nos interese
distinguir, para otros efectos, entre proposiciones légicamente

equivalentes, esto es, tales que r<s y s<r.

Nota I1I.2.4. De especial interés resultan los reticulos intuicionistas,

pues estos se han mostrado como una estructura base apropiada para la

probabilidad relacional [25,75].

Ejemplos III.2.5. (i) En todo reticulo complementado [13], el complemento
es una negacion fuerte. En particular, el complemento de un dlgebra de
Boole es una negacion fuerte. Asi, toda dlgebra de Boole es un reticulo
intuicionista con negacién fuerte.
(11)) Recordemos que un reticulo L se dice Brouweriano [13] si para
cualesquiera a,beL existe ab = min { ceL / aanc < L }. Si L es un reticulo
brouweriano, entonces L es un reticulo intuicionista con la negacién a
definida para cada a en L por

a =max { beL / arb <0 }.
(111)) Dado un espacio topoldgico T sobre un conjunto X, consideremos el
preorden < definido sobre la clase P(X) de las partes de X mediante:

Para cada A,.BcX, A<B si y solo si A’ ¢ B°,
donde A° denota el interior de A.
- La aplicacién A’ = (A)° es una negacién intuicionista sobre P(X).
En efecto, de A’ = (A" < A" sigue A = (A°)" < (A y A° < (A)) =

= (A’ = (A)°, luego A < A’’. Ademds, si AcCB, entonces B ¢ A® y
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(B’ < (A%, luego B> < A’. Este es un ejemplo de negacién intuicionista
sobre un preorden que no es un orden parcial.
- Esta relacion, restringida a la familia T de los abiertos dota a esta de
estructura de reticulo Brouweriano, de forma que si A es abierto A’ y A’
coinciden, como puede féicilmente comprobarse a partir de la definicién de
A’y A*
(iv) Sea L un lenguaje de la logica de primer orden [60] y Sent(L) el
conjunto de todas las sentencias de ese lenguaje.
- Si sobre Sent(L) definimos el preorden de ser consecuencia logica, 4 < B
si y solo si &4 + B, (si y solo si existe una demostraciéon de B a partir de
d), la aplicaciéon « es una negacién fuerte sobre el conjunto
preordenado (Sent(L),<).
- Si por el contrario definimos el preorden de la implicacién intuicionista
[59,69], < si y solo si a partir de cualquier demostracién constructiva
de se puede construir una demostracion de , entonces la aplicacion
es una negaciéon intuicionista sobre el conjunto preordenado
(Sent(L),<).
(v) tilizando el argot de los Sistemas Expertos, sea un conjunto de
hechos y sea < el preorden sobre  definido como la relaciéon de implicacion
(a<b si y solo si el hecho a implica el hecho b). Supongamos que para cada
hecho, a, tenemos asociado un nuevo hecho, a’ (no hay evidencia de que a
sea cierto), entonces la aplicaciéon a a’ es una negacién intuicionista
sobre ( ,<). Esta negaciéon es ampliamente utilizada en los sistemas de

razonamiento por defecto [66].
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Proposiciéon 111.2.6. Sea (P,<) un conjunto preordenado y N una negacion
sobre él. Se verifican:
(1) La relacién  definida sobre P por

para cada r,seP, r s si y solo si r<s y s<r
es una relacion de congruencia con respecto a la negacién, esto es, si r s,
entonces 1’ s’.
(i1)) La aplicaciéon n([r]) = [r'] es una negacién sobre el conjunto ordenado
cociente (P/ ,<) (llamada la negacién inducida sobre (P/ ,<) ).
(ii1) Si N es intuicionista asi lo es n.
(iv) n es fuerte si y solo si lo es N.

El conjunto parcialmente ordenado intuicionista (P ,<n) serd llamado el

conjunto parcialmente ordenado inducido por (P,<,N).

Demostracion. (i) Es conocido que  es una relacién de equivalencia. Si es
r s, entonces r<s y s<r, de donde s’<r’ y r’<s’, luego 1’ s’.

(i1) Si es [r]<]s], se sigue  r<s, luego s’<r’, de donde
n([sD=[s]<[r’]=n([r]).

(ii1)) como para cada reP es r<r’’, se sigue [r]S[r”]:nz([r]).

(iv) Supongamos que es N fuerte, entonces para cada reP es r’’<r, de donde

[r]’=[r""]<[r]. Reciprocamente, si es n fuerte, entonces para cada reP es

[r”’]=[r]’< [r ], de donde se sigue r’ <r.

Proposicién I11.2.7. Sea (P,<) un conjunto preordenado y sea n una negacion
sobre (P/ ,<). El conjunto de las negaciones sobre (P,<) tales que la
negacion inducida sobre (P/ ,<) sea n es:

Ext(n) = { N:P P/ N() n(r)}.
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Demostracion. Ello es inmediato a partir de la proposicién anterior.
3 P u

Proposiciéon III.2. . Sea (P,<) un conjunto preordenado y N una negacion
sobre él. La relacién  definida sobre P por

para cada r,seP, r s si y solo si r'=s’
es una relacion de congruencia con respecto a la negacién, esto es, si T s,

entonces r’ s’.
Demostracion. Inmediata.

Proposiciéon 1II1.2.9. Si N es una negacién intuicionista sobre un conjunto
parcialmente ordenado (P,<), se verifican:

(i) Para todo reP es r’'=r’"".

(i) N(P) = { reP / r=r" }.

(iii) La restriccion N N(P) de N a N(P) es una negacién fuerte sobre el
subconjunto parcialmente ordenado (N(P),<). Esta negacion serd llamada la
negacion fuerte asociada a N.

(iv) Si r<s<r’’, entonces s’=r’.

(v) Para cada reP, r’’= min { seN(P) / r<s }.

(vi) Si P posee méiximo 1, 1’ es el minimo de N(P) y Nl(l) es la semirrecta
¢ 1L

(vii) Si P posee minimo 0, 0’=I.

299

Demostracion. (i) De r<r’’, sigue r’’’<r’. Por otro lado r’<(r’)’=r
(11))  Supongamos que re N(P), entonces existe seP trl que r=s’, de donde
r’’=s’"’=s’=r. Reciprocamente, si es r=r’’=(r’)’, entonces re N(P).

(iii)) De N(P)cP, sigue N(N(P))cN(P), NZ(P)QN (P), ect. pero como

N (P)=N(P), se tiene el resultado deseado. Ademads, de (ii),
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N N(P): N(P) N(P) verifica que (N N(P))zzidentidad, y por tanto debe
ser una biyeccion.

(iv) Si es r<s<r”’, es r'=r’’<s’<r’ y es r'=s’.

(v) Es inmediata desde (iv).

(vi) 1<1’<1, se sigue 1=1"", luego 1€eN(P). Para cada reP, r<I implica
I'St’, asi 1”7 es el minimo de N(P). Por otro lado, si c¢<1’, entonces
I=1""<c’<1, por tanto N(( ,I’])c 1 . Reciprocamente, si es c’=1 resulta
c<c’’=1’, asi la imagen inversa de 1 por N es ( 1.

(vii) Si P posee un minimo, 0, este es evidentemente unico. Ademads, como
O<r para cada reP, es r'<O’ para cada reP, asi 0’ es un maximo de N(P) vy,
por tanto un médximo de P, pues para todo reP, es r<r’<0’.

(vii) Si existe un ceP tal que r<c<r’’, entonces r’=r’’’<c’<r’, de donde
r'=c’. También se deduce que r’=c’’, luego el intervalo [r,r’’] verifica
que todos sus elementos x son tales que x’=r’. Luego si seN(P), esto es
s=r’ para algin reP, entonces [rr’] < Nl(s). Esto es, para cada
reNl(s), 1<ss” y  [rs’] Nl(s). Ademads, el tnico elemento de N(P) que

p 1 .
estd en N (s) es s’, puesto que si r'=s y re N(P), entonces r=r’’=s’.

Corolario II1.2.10. Si N es una negacién intuicionista sobre un conjunto

preordenado (P,<), para todo reP es r’ '’ .
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